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(T¸i b¶n lÇn thø m−êi ba) 

nhµ xuÊt b¶n gi¸o dôc viÖt nam 

H·y b¶o qu¶n, gi÷ g×n s¸ch gi¸o khoa ®Ó dµnh tÆng cho c¸c em häc sinh líp sau ! 



 

 
nh÷ng ®iÒu häc sinh cÇn chó ý khi sö dông s¸ch gi¸o khoa 

1. Khi nghe thÇy c« gi¸o gi¶ng bµi, lu«n lu«n cã SGK tr−íc mÆt. Tuy nhiªn 
kh«ng viÕt, vÏ thªm vµo SGK ®Ó n¨m sau c¸c b¹n kh¸c cã thÓ dïng ®−îc. 

2. VÒ tr×nh bµy, s¸ch gi¸o khoa cã hai m¶ng : m¶ng chÝnh vµ m¶ng phô. 

M¶ng chÝnh gåm c¸c ®Þnh nghÜa, ®Þnh lÝ, tÝnh chÊt,... vµ th−êng ®−îc ®ãng 
khung hoÆc cã ®−êng viÒn ë mÐp tr¸i. M¶ng nµy ®−îc in lïi vµo trong. 

3. Khi gÆp C©u hái ? , cÇn ph¶i suy nghÜ, tr¶ lêi nhanh vµ ®óng. 

4. Khi gÆp Ho¹t ®éng , ph¶i dïng bót vµ giÊy nh¸p ®Ó thùc hiÖn nh÷ng 

yªu cÇu mµ ho¹t ®éng ®ßi hái.  
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phÐp dêi h×nh vµ phÐp ®ång d¹ng  
  trong mÆt ph¼ng 

 
 

 

  

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

 

 

Bøc tranh cña ho¹ sÜ Hµ Lan Ðt-se (M.C. Escher) gåm nh÷ng h×nh b»ng 

nhau m« t¶ c¸c chiÕn binh trªn l−ng ngùa. C¸c h×nh nµy phñ kÝn mÆt ph¼ng. 

Hai chiÕn binh vµ ngùa cïng mµu (tr¾ng hoÆc ®en) t−¬ng øng víi nhau qua 

mét phÐp tÞnh tiÕn. Hai chiÕn binh vµ ngùa kh¸c mµu th× t−¬ng øng víi nhau 

qua mét phÐp ®èi xøng trôc vµ tiÕp theo lµ mét phÐp tÞnh tiÕn. 

NghÖ thuËt dïng nh÷ng h×nh b»ng nhau ®Ó lÊp ®Çy mÆt ph¼ng ®−îc ph¸t 

triÓn m¹nh mÏ vµo thÕ kØ XIII ë n−íc I-ta-li-a.  

Ch−¬ng nµy nãi vÒ c¸c phÐp dêi h×nh vµ ®ång d¹ng trong mÆt ph¼ng. 

Häc sinh sÏ lµm quen víi phÐp tÞnh tiÕn, phÐp ®èi xøng trôc, phÐp quay, 

phÐp vÞ tù, ... vµ sÏ hiÓu thÕ nµo lµ hai h×nh b»ng nhau, thÕ nµo lµ hai 

h×nh ®ång d¹ng mét c¸ch tæng qu¸t. 

Häc sinh cÇn n¾m ®−îc ®Þnh nghÜa cña c¸c phÐp nãi trªn vµ cã thÓ ¸p 

dông chóng ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n kh«ng qu¸ phøc t¹p. 

Ch−¬ng I 
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Më ®Çu vÒ phÐp biÕn h×nh 

 
 

1. PhÐp biÕn h×nh 

Trong §¹i sè, ta ®· biÕt mét kh¸i niÖm quan träng : kh¸i niÖm "hµm sè". 

Ta nh¾c l¹i : NÕu cã mét quy t¾c ®Ó víi mçi sè x  ,  x¸c ®Þnh ®−îc mét 
sè duy nhÊt y    th× quy t¾c ®ã gäi lµ mét hµm sè x¸c ®Þnh trªn tËp sè 

thùc .  

B©y giê, trong mÖnh ®Ò trªn ta thay sè thùc b»ng ®iÓm thuéc mÆt ph¼ng th× 
ta ®−îc kh¸i niÖm vÒ phÐp biÕn h×nh trong mÆt ph¼ng. Cô thÓ lµ 

NÕu cã mét quy t¾c ®Ó víi mçi ®iÓm M thuéc mÆt ph¼ng, x¸c ®Þnh ®−îc 
mét ®iÓm duy nhÊt M' thuéc mÆt ph¼ng Êy th× quy t¾c ®ã gäi lµ mét phÐp 
biÕn h×nh (trong mÆt ph¼ng). 

VËy ta cã 

§Þnh nghÜa 
PhÐp biÕn h×nh (trong mÆt ph¼ng) lµ mét quy t¾c ®Ó víi mçi 
®iÓm M thuéc mÆt ph¼ng, x¸c ®Þnh ®−îc mét ®iÓm duy nhÊt 
M' thuéc mÆt ph¼ng Êy. §iÓm M' gäi lµ ¶nh cña ®iÓm M qua 
phÐp biÕn h×nh ®ã. 

2. C¸c vÝ dô 

VÝ dô 1 

Cho ®−êng th¼ng d. Víi mçi ®iÓm M, ta x¸c ®Þnh 
M' lµ h×nh chiÕu (vu«ng gãc) cña M trªn d (h.1) 
th× ta ®−îc mét phÐp biÕn h×nh. 

PhÐp biÕn h×nh nµy gäi lµ phÐp chiÕu (vu«ng 
gãc) lªn ®−êng th¼ng d. 

VÝ dô 2 

Cho vect¬ ,u


 víi mçi ®iÓm M ta x¸c ®Þnh ®iÓm 

M' theo quy t¾c MM' u
 

 (h.2). 
Nh− vËy ta còng cã mét phÐp biÕn h×nh. PhÐp 
biÕn h×nh ®ã gäi lµ phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ u


.  

 

 

 

 

H×nh 1 

 

 

 

 

H×nh 2  

1 
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VÝ dô 3 

Víi mçi ®iÓm M, ta x¸c ®Þnh ®iÓm M' trïng víi M th× ta còng ®−îc mét 
phÐp biÕn h×nh. PhÐp biÕn h×nh ®ã gäi lµ phÐp ®ång nhÊt. 

3. KÝ hiÖu vμ thuËt ng÷  

NÕu ta kÝ hiÖu mét phÐp biÕn h×nh nµo ®ã lµ F vµ ®iÓm M' lµ ¶nh cña ®iÓm M 
qua phÐp biÕn h×nh F th× ta viÕt M'  F(M), hoÆc F(M)  M'. Khi ®ã, ta cßn 
nãi phÐp biÕn h×nh F biÕn ®iÓm M thµnh ®iÓm M'. 

Víi mçi h×nh H, ta gäi h×nh H ' gåm c¸c ®iÓm M'  F(M), trong ®ã M  H, lµ 

¶nh cña H qua phÐp biÕn h×nh F, vµ viÕt H '  F(H ).  

1) H·y vÏ mét ®−êng trßn vµ mét ®−êng th¼ng d råi vÏ ¶nh cña ®−êng trßn qua 

phÐp chiÕu lªn d. 

2) H·y vÏ mét vect¬ 

u  vµ mét tam gi¸c ABC råi lÇn l−ît vÏ ¶nh A', B', C' cña c¸c ®Ønh A, 

B, C qua phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ .u


 Cã nhËn xÐt g× vÒ hai tam gi¸c ABC vµ A'B'C' ? 

P h Ðp  t Þ n h t i Õn  
 vμ  p h Ð p  d ê i  h × n h  

 
 

1. §Þnh nghÜa phÐp tÞnh tiÕn 

Ta nh¾c l¹i ®Þnh nghÜa phÐp tÞnh tiÕn ®· nãi ë VÝ dô 2 §1 :  

PhÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ u


 lµ mét phÐp biÕn h×nh biÕn ®iÓm 

M thµnh ®iÓm M' sao cho MM' u
 

. 

PhÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ u


 th−êng ®−îc kÝ hiÖu lµ T hoÆc .uT  Vect¬ u


 

®−îc gäi lµ vect¬ tÞnh tiÕn. 

?  PhÐp ®ång nhÊt cã ph¶i lµ phÐp tÞnh tiÕn kh«ng ? 

2. C¸c tÝnh chÊt cña phÐp tÞnh tiÕn 

1 

Gi¶ sö phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ 

u  biÕn hai ®iÓm M, N lÇn l−ît thµnh hai ®iÓm M', N'. 

Cã nhËn xÐt g× vÒ hai vect¬ MN


 vµ M'N'


 ? So s¸nh ®é dµi hai vect¬ ®ã. 

2 



 6 

VËy ta cã ®Þnh lÝ 

§Þnh lÝ 1 

NÕu phÐp tÞnh tiÕn biÕn hai ®iÓm M vµ N lÇn l−ît thµnh hai 

®iÓm M' vµ N' th× M'N'  MN. 

Ng−êi ta diÔn t¶ tÝnh chÊt trªn cña phÐp tÞnh tiÕn lµ : PhÐp tÞnh tiÕn kh«ng 

lµm thay ®æi kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm bÊt k×. 

§Þnh lÝ 2 

PhÐp tÞnh tiÕn biÕn ba ®iÓm th¼ng hµng thµnh ba ®iÓm 

th¼ng hµng vµ kh«ng lµm thay ®æi thø tù ba ®iÓm ®ã. 

Chøng minh 

Gi¶ sö phÐp tÞnh tiÕn biÕn ba ®iÓm A, B, C thµnh ba ®iÓm A', B', C'. Theo 
®Þnh lÝ 1, ta cã A'B'  AB, B'C'  BC vµ A'C'  AC. 

NÕu A, B, C th¼ng hµng, B n»m gi÷a A vµ C th× AB  BC  AC. Do ®ã ta 
còng cã A'B'  B'C'  A'C', tøc lµ A', B', C' th¼ng hµng, trong ®ã B' n»m 
gi÷a A' vµ C'.                      

Tõ ®Þnh lÝ trªn, ta dÔ dµng suy ra hÖ qu¶ sau ®©y 

HÖ qu¶ 

PhÐp tÞnh tiÕn biÕn ®−êng th¼ng thµnh ®−êng th¼ng, biÕn 

tia thµnh tia, biÕn ®o¹n th¼ng thµnh ®o¹n th¼ng b»ng nã, biÕn 

tam gi¸c thµnh tam gi¸c b»ng nã, biÕn ®−êng trßn thµnh 

®−êng trßn cã cïng b¸n kÝnh, biÕn gãc thµnh gãc b»ng nã. 

3. BiÓu thøc to¹ ®é cña phÐp tÞnh tiÕn 

Trong mÆt ph¼ng víi hÖ trôc to¹ ®é Oxy, cho phÐp 
tÞnh tiÕn theo vect¬ .u


 

BiÕt to¹ ®é cña u


 lµ (a ; b). Gi¶ sö ®iÓm M(x ; y) 
biÕn thµnh ®iÓm M'(x' ; y') (h.3). 

Khi ®ã ta cã   
.

 
  

x' x a

y' y b
             H×nh 3 
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C«ng thøc trªn gäi lµ biÓu thøc to¹ ®é cña phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ 

( ; ).u a b


 

2 

H·y gi¶i thÝch v× sao cã c«ng thøc trªn. 

4. øng dông cña phÐp tÞnh tiÕn 

Bµi to¸n 1 

Cho hai ®iÓm B, C cè ®Þnh trªn ®−êng trßn (O ; R) vµ mét ®iÓm A thay ®æi 

trªn ®−êng trßn ®ã. Chøng minh r»ng trùc t©m tam gi¸c ABC n»m trªn mét 

®−êng trßn cè ®Þnh. 

Gi¶i 

NÕu BC lµ ®−êng kÝnh th× trùc t©m H cña tam gi¸c 
ABC chÝnh lµ A. VËy H n»m trªn ®−êng trßn cè 
®Þnh (O ; R). 

NÕu BC kh«ng ph¶i lµ ®−êng kÝnh, vÏ ®−êng kÝnh 
BB' cña ®−êng trßn (h.4). 

DÔ thÊy r»ng nÕu H lµ trùc t©m cña tam gi¸c ABC 

th× AH B'C
 

 (trªn h×nh 4, ®iÒu ®ã suy tõ nhËn xÐt 
tø gi¸c AHCB' lµ h×nh b×nh hµnh).   

Nh− vËy, phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ cè ®Þnh B'C


 biÕn ®iÓm A thµnh ®iÓm H. 

Do ®ã, khi A thay ®æi trªn (O ; R) th× trùc t©m H lu«n n»m trªn ®−êng trßn 
cè ®Þnh lµ ¶nh cña ®−êng trßn (O ; R) qua phÐp tÞnh tiÕn nãi trªn.    

Bµi to¸n 2 

Hai th«n n»m ë hai vÞ trÝ A vµ B c¸ch 

nhau mét con s«ng (xem r»ng hai bê 

s«ng lµ hai ®−êng th¼ng song song) 

(h.5). Ng−êi ta dù ®Þnh x©y mét chiÕc 

cÇu MN b¾c qua s«ng (cè nhiªn cÇu 

ph¶i vu«ng gãc víi bê s«ng) vµ lµm hai 

®o¹n ®−êng th¼ng tõ A ®Õn M vµ tõ B 

®Õn N. H·y x¸c ®Þnh vÞ trÝ chiÕc cÇu 

MN sao cho AM  BN ng¾n nhÊt. 

 

 

 

 

 

 

H×nh 4 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 5 
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NhËn xÐt 

Bµi to¸n sÏ rÊt ®¬n gi¶n nÕu con s«ng rÊt hÑp, hÑp ®Õn møc hai bê s«ng a 
vµ b xem nh− trïng víi nhau.  

3 

H·y gi¶i bµi to¸n trong tr−êng hîp ®Æc biÖt ®ã. 

Tr−êng hîp tæng qu¸t (h.5) cã thÓ ®−a vÒ tr−êng hîp trªn b»ng mét phÐp 

tÞnh tiÕn theo vect¬ MN


 ®Ó a trïng b. Khi ®ã ®iÓm A biÕn thµnh ®iÓm A' 

sao cho AA MN
 
'  vµ do ®ã A'N  AM. 

4 

Tõ gîi ý ®ã, h·y gi¶i bµi to¸n trong tr−êng hîp tæng qu¸t.  

5. PhÐp dêi h×nh 

Kh«ng ph¶i chØ cã phÐp tÞnh tiÕn "kh«ng lµm thay ®æi kho¶ng c¸ch gi÷a hai 
®iÓm" mµ cßn nhiÒu phÐp biÕn h×nh kh¸c còng cã tÝnh chÊt ®ã (tÝnh chÊt nµy 
cßn ®−îc gäi lµ tÝnh chÊt b¶o toµn kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm). Ng−êi ta gäi 
c¸c phÐp biÕn h×nh nh− vËy lµ phÐp dêi h×nh. 

§Þnh nghÜa 

PhÐp dêi h×nh lµ phÐp biÕn h×nh kh«ng lµm thay ®æi kho¶ng 

c¸ch gi÷a hai ®iÓm bÊt k×. 

Chó ý r»ng c¸c tÝnh chÊt ®· nªu cña phÐp tÞnh tiÕn ®−îc chøng minh chØ 
dùa vµo tÝnh chÊt "kh«ng lµm thay ®æi kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm". Bëi 
vËy, c¸c phÐp dêi h×nh còng cã nh÷ng tÝnh chÊt ®ã. Cô thÓ ta cã 

§Þnh lÝ 

PhÐp dêi h×nh biÕn ba ®iÓm th¼ng hµng thµnh ba ®iÓm th¼ng 

hµng vµ kh«ng lµm thay ®æi thø tù ba ®iÓm ®ã, biÕn ®−êng 

th¼ng thµnh ®−êng th¼ng, biÕn tia thµnh tia, biÕn ®o¹n th¼ng 

thµnh ®o¹n th¼ng b»ng nã, biÕn tam gi¸c thµnh tam gi¸c 

b»ng nã, biÕn ®−êng trßn thµnh ®−êng trßn cã cïng b¸n 

kÝnh, biÕn gãc thµnh gãc b»ng nã. 
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C©u hái vµ bµi tËp 

1. Qua phÐp tÞnh tiÕn T theo vect¬ 0u 


, ®−êng th¼ng d biÕn thµnh 

®−êng th¼ng d'. Trong tr−êng hîp nµo th× : d trïng d' ? d song song víi d' ? 
d c¾t d' ?  

2. Cho hai ®−êng th¼ng song song a vµ a'. T×m tÊt c¶ nh÷ng phÐp tÞnh tiÕn 
biÕn a thµnh a'. 

3. Cho hai phÐp tÞnh tiÕn uT  vµ .vT  Víi ®iÓm M bÊt k×, uT  biÕn M thµnh 

®iÓm M', vT  biÕn M' thµnh ®iÓm M''. Chøng tá r»ng phÐp biÕn h×nh biÕn M 

thµnh M'' lµ mét phÐp tÞnh tiÕn. 

4. Cho ®−êng trßn (O) vµ hai ®iÓm A, B. Mét ®iÓm M thay ®æi trªn ®−êng 

trßn (O). T×m quü tÝch ®iÓm M' sao cho ' .MM MA MB 
  

 

5. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, víi , a, b lµ nh÷ng sè cho tr−íc, xÐt phÐp 
biÕn h×nh F biÕn mçi ®iÓm M(x ; y) thµnh ®iÓm M'(x' ; y'), trong ®ã 

' cos sin
' sin cos .

x x y a

y x y b

 
 

  
   

 

a) Cho hai ®iÓm M(x1 ; y1), N(x2 ; y2) vµ gäi M', N' lÇn l−ît lµ ¶nh cña M, 

N qua phÐp F. H·y t×m to¹ ®é cña M' vµ N'. 

b) TÝnh kho¶ng c¸ch d gi÷a M vµ N ; kho¶ng c¸ch d' gi÷a M' vµ N'. 

c) PhÐp F cã ph¶i lµ phÐp dêi h×nh hay kh«ng ? 

d) Khi  = 0, chøng tá r»ng F lµ phÐp tÞnh tiÕn. 

6. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, xÐt c¸c phÐp biÕn h×nh sau ®©y : 

 PhÐp biÕn h×nh F1 biÕn mçi ®iÓm M(x ; y) thµnh ®iÓm M'(y ; x) ; 

 PhÐp biÕn h×nh F2 biÕn mçi ®iÓm M(x ; y) thµnh ®iÓm M'(2x ; y). 

Trong hai phÐp biÕn h×nh trªn, phÐp nµo lµ phÐp dêi h×nh ?  
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P h Ð p  ® è i  x ø n g  t r ô c  

 
 

1. §Þnh nghÜa phÐp ®èi xøng trôc 

Ta nh¾c l¹i : §iÓm M' gäi lµ ®èi xøng víi ®iÓm M qua 

®−êng th¼ng a nÕu a lµ ®−êng trung trùc cña ®o¹n 

th¼ng MM' (h.6). NÕu M n»m trªn a th× ta xem M ®èi 

xøng víi chÝnh nã qua a.  

PhÐp ®èi xøng qua ®−êng th¼ng a ®−îc ®Þnh nghÜa 
nh− sau 

§Þnh nghÜa 1 

PhÐp ®èi xøng qua ®−êng th¼ng a lµ phÐp biÕn h×nh biÕn mçi 

®iÓm M thµnh ®iÓm M' ®èi xøng víi M qua a. 

KÝ hiÖu vµ thuËt ng÷ 

PhÐp ®èi xøng qua ®−êng th¼ng a th−êng ®−îc kÝ hiÖu lµ §a. PhÐp ®èi xøng 

qua ®−êng th¼ng cßn gäi ®¬n gi¶n lµ phÐp ®èi xøng trôc. 

§−êng th¼ng a gäi lµ trôc cña phÐp ®èi xøng, hay ®¬n gi¶n lµ trôc ®èi xøng.  

?1  Qua phÐp ®èi xøng trôc §a, nh÷ng ®iÓm nµo biÕn thµnh chÝnh nã ? 

?2  NÕu phÐp ®èi xøng trôc §a biÕn ®iÓm M thµnh ®iÓm M' th× nã biÕn ®iÓm M' 

thµnh ®iÓm nµo ? NÕu nã biÕn h×nh H thµnh h×nh H ' th× nã biÕn h×nh H ' 

thµnh h×nh nµo ? 

2. §Þnh lÝ 

PhÐp ®èi xøng trôc lµ mét phÐp dêi h×nh. 

1 (§Ó chøng minh ®Þnh lÝ) 

Gi¶ sö §a lµ phÐp ®èi xøng qua ®−êng th¼ng a. Ta chän hÖ trôc to¹ ®é Oxy mµ Ox lµ 

®−êng th¼ng a (h.7). 

 

 

 

 

 

 

H×nh 6 

3 
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LÊy hai ®iÓm tuú ý A(xA ; yA) vµ B(xB ; yB), h·y viÕt 

to¹ ®é cña A'  §a(A) vµ B'  §a(B) råi dïng c«ng 

thøc tÝnh kho¶ng c¸ch ®Ó chøng minh A'B'  AB.  

      Chó ý 

Qua ho¹t ®éng trªn, ta thÊy nÕu 
phÐp ®èi xøng qua trôc Ox biÕn 
®iÓm M(x ; y) thµnh ®iÓm M'(x' ; y') th× 

.


  

x' x

y' y
 

C«ng thøc trªn gäi lµ biÓu thøc to¹ ®é cña phÐp ®èi xøng 
qua trôc Ox. 

?3  PhÐp ®èi xøng qua trôc Oy cã biÓu thøc to¹ ®é nh− thÕ nµo ? 

3. Trôc ®èi xøng cña mét h×nh 

Chóng ta h·y quan s¸t bèn h×nh sau ®©y (mçi ch÷ c¸i lµ mét h×nh) : 

A   d   P   q 
Ng−êi ta nãi h×nh thø nhÊt vµ h×nh thø hai cã tÝnh "c©n xøng" v× víi mçi 
h×nh, cã thÓ t×m thÊy mét ®−êng th¼ng sao cho phÐp ®èi xøng qua ®−êng 
th¼ng ®ã biÕn h×nh Êy thµnh chÝnh nã. C¸c ®−êng th¼ng ®ã gäi lµ trôc ®èi 
xøng cña mçi h×nh. Hai h×nh cßn l¹i kh«ng "c©n xøng" v× chóng kh«ng cã 
nh÷ng ®−êng th¼ng nh− vËy. 

§Þnh nghÜa 2 

§−êng th¼ng d gäi lµ trôc ®èi xøng cña h×nh H nÕu phÐp ®èi 

xøng trôc §d biÕn H thµnh chÝnh nã, tøc lµ §d(H )  H. 

Mét h×nh cã thÓ kh«ng cã trôc ®èi xøng, còng cã thÓ cã mét hay nhiÒu 

trôc ®èi xøng. 
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?4  Trong c¸c h×nh sau ®©y, h×nh nµo cã trôc ®èi xøng vµ cã mÊy trôc ? (Mçi 

ch÷ c¸i lµ mét h×nh) 

a   b   c   d   ®   e   g   h   i   k   l 
m   n   O   p   q   r   s   t   u   v   x   y   z 

 

 

 
 

 

H·y lµm thö ! 

C¸c em h·y nhá mét giät mùc lªn mét tê giÊy tr¾ng, råi gÊp tê giÊy theo 

mét ®−êng th¼ng ®i qua giät mùc ®ã. ¸p hai phÇn cña tê giÊy s¸t vµo nhau 

råi më ra. C¸c em sÏ ®−îc nh÷ng h×nh cã trôc ®èi xøng kh¸ k× thó !  
D−íi ®©y giíi thiÖu víi c¸c em mét sè h×nh nh− vËy. 

 

 
 
 
 

4.  ̧ p dông  

Ng−êi ta tæ chøc mét cuéc ch¹y thi 
trªn b·i biÓn víi ®iÒu kiÖn sau : C¸c 
vËn ®éng viªn xuÊt ph¸t tõ ®Þa ®iÓm 
A vµ ®Ých lµ ®Þa ®iÓm B, nh−ng tr−íc 
khi ®Õn B ph¶i nhóng m×nh vµo n−íc 
biÓn (ta gi¶ sö r»ng mÐp n−íc biÓn lµ 
mét ®−êng th¼ng) (h.8). 

§Ó chiÕn th¾ng trong cuéc ch¹y ®ua 
nµy, ngoµi tèc ®é ch¹y, cßn cã mét 
yÕu tè quan träng lµ vËn ®éng viªn 
ph¶i x¸c ®Þnh vÞ trÝ M ë mÐp n−íc mµ m×nh ph¶i ch¹y tõ A tíi ®Ó nhóng 
m×nh vµo n−íc biÓn, råi tõ ®ã ch¹y ®Õn B sao cho qu·ng ®−êng ph¶i ch¹y 
lµ ng¾n nhÊt.  
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Nh− vËy, bµi to¸n cã thÓ ph¸t biÓu d−íi d¹ng 
to¸n häc thuÇn tuý sau ®©y 

Cho hai ®iÓm A vµ B n»m vÒ mét phÝa cña 

®−êng th¼ng d (h.9). H·y x¸c ®Þnh ®iÓm M trªn 

d sao cho AM  MB bÐ nhÊt. 

?5  NÕu hai ®iÓm A vµ B n»m vÒ hai phÝa cña ®−êng th¼ng d th× lêi gi¶i bµi 

to¸n trªn rÊt ®¬n gi¶n. Trong tr−êng hîp ®ã, ®iÓm M cÇn t×m lµ ®iÓm nµo ? 

B©y giê xÐt tr−êng hîp A, B n»m vÒ mét phÝa cña d. H·y lÊy ®iÓm A' ®èi 
xøng víi A qua d, vµ chó ý r»ng : AM  MB  A'M  MB. 

2 

Víi gîi ý trªn ®©y, h·y nªu lêi gi¶i cña bµi to¸n.  

C©u hái vµ bµi tËp 

7. Qua phÐp ®èi xøng trôc §a (a lµ trôc ®èi xøng), ®−êng th¼ng d biÕn thµnh 
®−êng th¼ng d'. H·y tr¶ lêi c¸c c©u hái sau : 
a) Khi nµo th× d song song víi d' ? 
b) Khi nµo th× d trïng víi d' ? 
c) Khi nµo th× d c¾t d' ? Giao ®iÓm cña d vµ d' cã tÝnh chÊt g× ? 
d) Khi nµo d vu«ng gãc víi d' ? 

8. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, cho c¸c ®−êng trßn (C1) vµ (C2) lÇn l−ît cã 

ph−¬ng tr×nh : 

      (C1) : 2 2 4 5 1 0x y x y      ; 

      (C2) : .2 2 10 5 0x y y     

ViÕt ph−¬ng tr×nh ¶nh cña mçi ®−êng trßn trªn qua phÐp ®èi xøng cã trôc Oy. 

9. Cho gãc nhän xOy vµ mét ®iÓm A n»m trong gãc ®ã. H·y x¸c ®Þnh ®iÓm B 
trªn Ox vµ ®iÓm C trªn Oy sao cho tam gi¸c ABC cã chu vi nhá nhÊt. 

10. Cho hai ®iÓm B, C cè ®Þnh n»m trªn ®−êng trßn (O ; R) vµ ®iÓm A thay ®æi 
trªn ®−êng trßn ®ã. H·y dïng phÐp ®èi xøng trôc ®Ó chøng minh r»ng trùc 
t©m H cña tam gi¸c ABC n»m trªn mét ®−êng trßn cè ®Þnh. 
H−íng dÉn. Khi BC kh«ng ph¶i lµ ®−êng kÝnh, gäi H' lµ giao ®iÓm cña 
®−êng th¼ng AH víi ®−êng trßn (O ; R). Chøng minh r»ng H ®èi xøng víi H' 

qua ®−êng th¼ng BC. 
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11. a) ChØ ra trôc ®èi xøng (nÕu cã) cña mçi h×nh sau ®©y (mçi h×nh lµ mét tõ 
bao gåm mét sè ch÷ c¸i) : 

M¢M, hoc, nhanh, he, she, coach, is, it, 
sos, cheo 
b) Chøng minh r»ng ®å thÞ cña hµm sè ch½n lu«n cã trôc ®èi xøng. 

 
 

P h Ð p  q u a y  
vμ  p h Ð p  ® è i  x ø n g  t © m  

 
 

1. §Þnh nghÜa phÐp quay 

Trong mÆt ph¼ng cho mét ®iÓm O cè ®Þnh vµ gãc l−îng gi¸c  

kh«ng ®æi. PhÐp biÕn h×nh biÕn ®iÓm O thµnh ®iÓm O, biÕn 

mçi ®iÓm M kh¸c O thµnh ®iÓm M' sao cho OM  OM' vµ 
(OM, OM')   ®−îc gäi lµ phÐp quay t©m O gãc quay .  

PhÐp quay th−êng ®−îc kÝ hiÖu lµ Q, vµ nÕu muèn chØ râ t©m quay O vµ 

gãc quay  th× ta kÝ hiÖu phÐp quay ®ã lµ Q(O, ). 

 

 

 

 

 
 

H×nh 10 

H×nh 10 cho ta thÊy phÐp quay t©m O gãc quay 
2


 biÕn ®iÓm M thµnh ®iÓm 

M', biÕn l¸ cê C thµnh l¸ cê C '. 

?1  PhÐp ®ång nhÊt cã ph¶i lµ phÐp quay hay kh«ng ? 

4 
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2. §Þnh lÝ 

PhÐp quay lµ mét phÐp dêi h×nh. 

Chøng minh 

Gi¶ sö phÐp quay Q(O, ) biÕn ®iÓm M thµnh M' vµ biÕn ®iÓm N thµnh N', 
trong ®ã O, M, N kh«ng th¼ng hµng (h.11). Theo ®Þnh nghÜa cña phÐp quay, 
ta cã 

       OM  OM', 

       ON  ON' 

vµ  (OM, OM')  (ON, ON')  .  

Theo hÖ thøc Sa-l¬ vÒ gãc l−îng gi¸c, ta cã  

   (OM, ON)  (OM, OM')  (OM', ON) 

       (ON, ON')  (OM', ON) 

       (OM', ON'). 

Suy ra  .  MON M'ON'  Nh− vËy hai tam gi¸c 

MON vµ M'ON' b»ng nhau, do ®ã M'N'  MN.  

Tr−êng hîp O, M, N th¼ng hµng, ta thÊy ngay M'N'  MN.      

1 

Cho h×nh ngò gi¸c ®Òu ABCDE t©m O (h.12). H·y 
chØ ra mét sè phÐp quay biÕn ngò gi¸c ®ã thµnh 
chÝnh nã. 

 

                    H×nh 12 

3. PhÐp ®èi xøng t©m 

Mét tr−êng hîp ®Æc biÖt cña phÐp quay lµ phÐp quay víi gãc quay . Khi 
®ã, nÕu O lµ t©m quay th× mçi ®iÓm M ®−îc biÕn thµnh ®iÓm M' sao cho O 
lµ trung ®iÓm cña MM'. Bëi vËy, phÐp quay ®ã cßn cã tªn gäi lµ phÐp ®èi 
xøng qua ®iÓm O. 

PhÐp ®èi xøng qua ®iÓm O cßn cã thÓ ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau : 

PhÐp ®èi xøng qua ®iÓm O lµ mét phÐp biÕn h×nh biÕn mçi 

®iÓm M thµnh ®iÓm M' ®èi xøng víi M qua O, cã nghÜa lµ 

.0OM OM' 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 11 



 16 

KÝ hiÖu vµ thuËt ng÷ 

PhÐp ®èi xøng qua ®iÓm O th−êng ®−îc kÝ hiÖu lµ §O. PhÐp ®èi xøng qua 
mét ®iÓm cßn gäi ®¬n gi¶n lµ phÐp ®èi xøng t©m. 

§iÓm O gäi lµ t©m cña phÐp ®èi xøng, hay ®¬n gi¶n lµ t©m ®èi xøng.  

BiÓu thøc to¹ ®é 

Trong hÖ to¹ ®é Oxy cho ®iÓm I(a ; b). NÕu phÐp ®èi xøng t©m §I biÕn 
®iÓm M(x ; y) thµnh ®iÓm M'(x' ; y') th× 

2

2 .

 
  

x' a x

y' b y
 

C«ng thøc trªn gäi lµ biÓu thøc to¹ ®é cña phÐp ®èi xøng t©m §I. 

2 

H·y gi¶i thÝch t¹i sao cã c«ng thøc trªn. 

T©m ®èi xøng cña mét h×nh 

 Chóng ta h·y quan s¸t c¸c h×nh biÓu thÞ c¸c ch÷ c¸i sau ®©y 

z    S    N 
Tuy c¸c h×nh ®ã kh«ng cã trôc ®èi xøng nh−ng chóng còng cã tÝnh "c©n 
xøng" nµo ®ã. LÝ do lµ víi mçi h×nh, ta cã thÓ t×m thÊy mét ®iÓm O sao cho 

phÐp ®èi xøng t©m §O biÕn h×nh ®ã thµnh chÝnh nã.  

?2  §iÓm O nh− thÕ cña mçi h×nh trªn ®©y lµ ®iÓm nµo ?  

C¸c ®iÓm O nh− vËy ®−îc gäi lµ t©m ®èi xøng cña mçi h×nh. 

§iÓm O gäi lµ t©m ®èi xøng cña mét h×nh H nÕu phÐp ®èi 

xøng t©m §O biÕn h×nh H thµnh chÝnh nã, tøc lµ §O(H )  H. 

?3  Trong b¶ng ch÷ c¸i in hoa, nh÷ng ch÷ nµo cã t©m ®èi xøng ? Nh÷ng ch÷ 

nµo cã t©m ®èi xøng nh−ng kh«ng cã trôc ®èi xøng ? 

?4  Trong c¸c h×nh sau ®©y, h×nh nµo cã t©m ®èi xøng ? 
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4. øng dông cña phÐp quay 

Bµi to¸n 1 

Cho hai tam gi¸c ®Òu OAB vµ OA'B' nh− h×nh 13. 

Gäi C vµ D lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña c¸c ®o¹n th¼ng 

AA' vµ BB'. Chøng minh r»ng OCD lµ tam gi¸c ®Òu. 

Gi¶i 

XÐt phÐp quay Q t©m O víi gãc quay b»ng mét gãc 
l−îng gi¸c (OA, OB). Râ rµng Q biÕn A thµnh B vµ biÕn 
A' thµnh B', nªn Q biÕn ®o¹n th¼ng AA' thµnh ®o¹n th¼ng BB'. Tõ ®ã suy ra Q 
biÕn trung ®iÓm C cña AA' thµnh trung ®iÓm D cña BB'. Do ®ã OC  OD vµ 
 .o60COD   VËy OCD lµ tam gi¸c ®Òu.             

Bµi to¸n 2 

Cho ®−êng trßn (O ; R) vµ hai ®iÓm A, B cè ®Þnh. Víi mçi ®iÓm M, ta x¸c 

®Þnh ®iÓm M' sao cho .MM' MA MB 
  

 T×m quü tÝch ®iÓm M' khi ®iÓm M 

ch¹y trªn (O ; R). 

Gi¶i  (h.14) 

Gäi I lµ trung ®iÓm cña AB th× I cè ®Þnh vµ 

2MA MB MI 
  

. 

Bëi vËy, MM' MA MB 
  

 khi vµ chØ khi 

,2MM' MI
 

 tøc lµ MM' nhËn I lµm trung 

®iÓm hay phÐp ®èi xøng t©m §I biÕn ®iÓm M 
thµnh M'. VËy khi M ch¹y trªn ®−êng trßn 

(O ; R) th× quü tÝch M' lµ ¶nh cña ®−êng trßn ®ã qua §I. NÕu ta gäi O' lµ ®iÓm 
®èi xøng cña O qua ®iÓm I th× quü tÝch cña M' lµ ®−êng trßn (O' ; R).    

Bµi to¸n 3 

Cho hai ®−êng trßn (O ; R) vµ (O1 ; R1) c¾t nhau t¹i hai ®iÓm A, B. H·y 

dùng mét ®−êng th¼ng d ®i qua A c¾t (O ; R) vµ (O1 ; R1) lÇn l−ît t¹i M vµ 

M1 sao cho A lµ trung ®iÓm cña MM1. 

Gi¶i (h.15) 

Gi¶ sö ta ®· dùng ®−îc ®−êng th¼ng d tho¶ m·n yªu cÇu cña bµi to¸n. Gäi 

§A lµ phÐp ®èi xøng qua A th× §A biÕn ®iÓm M thµnh ®iÓm M1 vµ biÕn 

 

 

 

 

 

H×nh 13 
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®−êng trßn (O ; R) thµnh ®−êng 
trßn (O' ; R). V× M n»m trªn (O ; R) 

nªn M1 n»m trªn (O' ; R). MÆt kh¸c 

M1 l¹i n»m trªn (O1 ; R1) nªn M1 lµ 
giao ®iÓm kh¸c A cña hai ®−êng 

trßn (O' ; R) vµ (O1 ; R1).  

Tõ ®ã suy ra c¸ch dùng : 

 Dùng ®−êng trßn (O' ; R) ®èi 
xøng víi (O ; R) qua ®iÓm A (O' lµ 
®iÓm ®èi xøng cña O qua A). 

 LÊy giao ®iÓm M1 cña hai ®−êng trßn (O1 ; R1) vµ (O' ; R), M1 kh¸c A. 

 §−êng th¼ng d lµ ®−êng th¼ng ®i qua A vµ M1. 

?5  V× sao d tho¶ m·n ®iÒu kiÖn cña bµi to¸n ? 

C©u hái vµ bµi tËp 

12. Cho phÐp quay Q t©m O víi gãc quay  vµ cho ®−êng th¼ng d. H·y nªu c¸ch 
dùng ¶nh d' cña d qua phÐp quay Q. 

13. Cho hai tam gi¸c vu«ng c©n OAB vµ OA'B' 

cã chung ®Ønh O sao cho O n»m trªn ®o¹n 
th¼ng AB' vµ n»m ngoµi ®o¹n th¼ng A'B  
(h.16). Gäi G vµ G' lÇn l−ît lµ träng t©m 
c¸c tam gi¸c OAA' vµ OBB'. Chøng minh 
GOG' lµ tam gi¸c vu«ng c©n. 

14. Gi¶ sö phÐp ®èi xøng t©m §O biÕn ®−êng 
th¼ng d thµnh ®−êng th¼ng d'. Chøng minh 

a) NÕu d kh«ng ®i qua t©m ®èi xøng O th× d' song song víi d, O c¸ch ®Òu d 
vµ d' ; 
b) Hai ®−êng th¼ng d vµ d' trïng nhau khi vµ chØ khi d ®i qua O. 

15. Cho phÐp ®èi xøng t©m §O vµ ®−êng th¼ng d kh«ng ®i qua O. H·y nªu c¸ch 

dùng ¶nh d' cña ®−êng th¼ng d qua §O. T×m c¸ch dùng d' mµ chØ sö dông 
compa mét lÇn vµ th−íc th¼ng ba lÇn. 
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16. ChØ ra c¸c t©m ®èi xøng cña c¸c h×nh sau ®©y : 
a) H×nh gåm hai ®−êng th¼ng c¾t nhau ; 
b) H×nh gåm hai ®−êng th¼ng song song ; 
c) H×nh gåm hai ®−êng trßn b»ng nhau ; 
d) §−êng elip ; 
e) §−êng hypebol.  

17. Cho hai ®iÓm B, C cè ®Þnh trªn ®−êng trßn (O ; R) vµ mét ®iÓm A thay 
®æi trªn ®−êng trßn ®ã. H·y dïng phÐp ®èi xøng t©m ®Ó chøng minh r»ng 
trùc t©m H cña tam gi¸c ABC n»m trªn mét ®−êng trßn cè ®Þnh. 
H−íng dÉn. Gäi I lµ trung ®iÓm cña BC. H·y vÏ ®−êng kÝnh AM cña ®−êng 
trßn råi chøng minh r»ng I lµ trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng HM. 

18. Cho ®−êng trßn (O ; R), ®−êng th¼ng  vµ ®iÓm I. T×m ®iÓm A trªn 
(O ; R) vµ ®iÓm B trªn  sao cho I lµ trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng AB. 

19. Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, cho ®−êng th¼ng  : ax  by  c  0 vµ ®iÓm 

I(x0 ; y0). PhÐp ®èi xøng t©m §I biÕn ®−êng th¼ng  thµnh ®−êng th¼ng '. 
ViÕt ph−¬ng tr×nh cña '. 

Hai  h×nh b»ng nhau 

 
 

Chóng ta biÕt r»ng phÐp dêi h×nh biÕn tam gi¸c thµnh tam gi¸c b»ng nã. 

B©y giê ta ®Æt vÊn ®Ò : Cho hai tam gi¸c b»ng nhau th× cã hay kh«ng mét 
phÐp dêi h×nh biÕn tam gi¸c nµy thµnh tam gi¸c kia ? 

1. §Þnh lÝ 

NÕu ABC vµ A'B'C' lµ hai tam gi¸c b»ng nhau th× cã phÐp 

dêi h×nh biÕn tam gi¸c ABC thµnh tam gi¸c A'B'C'. 

Chøng minh 

Ta x¸c ®Þnh mét phÐp biÕn h×nh F nh− sau : F biÕn mçi ®iÓm M thµnh ®iÓm M' 

sao cho nÕu CM pCA qCB 
  

 (p  ,  q  )  th× C'M' pC'A' qC'B' 
  

 
(h.17).  

5 
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Ta chøng minh F lµ phÐp dêi h×nh. ThËt 
vËy, gi¶ sö cã thªm ®iÓm N vµ F biÕn N 

thµnh N', tøc lµ nÕu CN kCA lCB 
  

 

th× .C'N' kC'A' lC'B' 
  

 Khi ®ã 

MN


 
 
CN CM  

   ( ) ( ) .k p CA l q CB   
 

 

Suy ra 

22MN MN


 

     ( ) ( )2 2 2 2k p CA l q CB      

     ( )( ) . .2 k p l q CA CB  
 

 

Hoµn toµn t−¬ng tù, ta còng cã 

22M'N' M'N'


 

    ( ) ( ) ( )( ) . .2 2 2 2 2k p C'A' l q C'B' k p l q C'A' C'B'      
 

 

V× hai tam gi¸c ABC vµ A'B'C' b»ng nhau nªn CA  C'A', CB  C'B' vµ 

. .CA CB C'A' C'B'
   

. Bëi vËy, ta suy ra MN  M'N' hay F lµ phÐp dêi h×nh. 
Râ rµng phÐp dêi h×nh ®ã biÕn A, B, C lÇn l−ît thµnh A', B', C', tøc lµ biÕn 
tam gi¸c ABC thµnh tam gi¸c A'B'C'.              

2. ThÕ nμo lμ hai h×nh b»ng nhau ? 

Tõ ®Þnh lÝ trªn ta cã thÓ ph¸t biÓu : "Hai tam gi¸c b»ng nhau khi vµ chØ khi 

cã phÐp dêi h×nh biÕn tam gi¸c nµy thµnh tam gi¸c kia". Nh− vËy, kh¸i 
niÖm "b»ng nhau" cña hai tam gi¸c cã thÓ ®−îc ®Þnh nghÜa b»ng hai c¸ch 
t−¬ng ®−¬ng sau ®©y : 

1) Hai tam gi¸c gäi lµ b»ng nhau nÕu chóng cã c¸c c¹nh t−¬ng øng b»ng 

nhau vµ c¸c gãc t−¬ng øng b»ng nhau. 

2) Hai tam gi¸c gäi lµ b»ng nhau nÕu cã phÐp dêi h×nh biÕn tam gi¸c nµy 

thµnh tam gi¸c kia. 

§èi víi sù b»ng nhau cña c¸c h×nh nãi chung, ng−êi ta dïng c¸ch ®Þnh 
nghÜa thø hai. VËy ta cã ®Þnh nghÜa tæng qu¸t sau ®©y 

Hai h×nh gäi lµ b»ng nhau nÕu cã phÐp dêi h×nh biÕn h×nh 

nµy thµnh h×nh kia. 
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Tõ ®Þnh nghÜa trªn ta suy ra 

NÕu h×nh H1 b»ng h×nh H2 vµ h×nh H2 b»ng h×nh H3 th× h×nh 

H1 b»ng h×nh H3. 

ThËt vËy, v× H1 b»ng H2 nªn cã phÐp dêi h×nh F biÕn H1 thµnh H2, v× H2 
b»ng H3 nªn cã phÐp dêi h×nh G biÕn H2 thµnh H3. 

NÕu ta thùc hiÖn liªn tiÕp phÐp dêi 
h×nh F vµ phÐp dêi h×nh G th× hiÓn 
nhiªn ta ®−îc phÐp dêi h×nh biÕn 
H1 thµnh H3. VËy H1 b»ng H3. 

Ch¼ng h¹n, trªn h×nh 18, h×nh H1 
b»ng h×nh H2 v× cã phÐp tÞnh tiÕn 
biÕn H1 thµnh H2 ; h×nh H2 b»ng 
h×nh H3 v× cã phÐp ®èi xøng trôc 
biÕn H2 thµnh H3. VËy hai h×nh H1 
vµ H3 b»ng nhau. 

Cã thÓ  em ch−a b iÕ t  

l¸t mÆt ph¼ng 

Tõ xa x−a, ng−êi ta ®· biÕt trang trÝ bøc t−êng, dÖt thªu th¶m hoa, l¸t nÒn nhµ, ... 

b»ng nh÷ng h×nh vÏ, nh÷ng viªn g¹ch b»ng nhau víi c¸c hoa v¨n gièng nhau, ...  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

C¸c mÉu h×nh vÏ, hoa v¨n, ... cã thÓ rÊt kh¸c nhau nh−ng ng−êi ta chøng minh 

®−îc r»ng thùc ra chØ cã 17 c¸ch s¾p xÕp lÆp ®i lÆp l¹i c¸c h×nh nh− thÕ ®Ó l¸t 

kh¾p mÆt ph¼ng. 

NÕu chØ dïng c¸c phÐp tÞnh tiÕn vµ phÐp quay ®Ó biÕn mét viªn g¹ch nµy thµnh 

mét viªn g¹ch kh¸c th× cã 5 c¸ch l¸t : 
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Cßn nÕu dïng thªm c¶ phÐp ®èi xøng trôc th× cã thªm 12 c¸ch l¸t n÷a : 
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Trong 17 c¸ch l¸t trªn, ng−êi ta ®· t×m thÊy 11 c¸ch l¸t ë ®Òn Alhambra thµnh phè 
Granada (T©y Ban Nha), 5 c¸ch kh¸c ®· t×m thÊy ë ch©u Phi, c¸ch cßn l¹i còng ®· 
t×m thÊy trong mét trang trÝ cæ ë Trung Quèc. 

C©u hái vµ bµi tËp 

20. Chøng tá r»ng hai h×nh ch÷ nhËt cïng kÝch th−íc (cïng chiÒu dµi vµ chiÒu 
réng) th× b»ng nhau.  

21. a) Chøng minh r»ng hai tø gi¸c låi cã c¸c cÆp c¹nh t−¬ng øng b»ng nhau 
vµ mét cÆp ®−êng chÐo t−¬ng øng b»ng nhau th× b»ng nhau. 

b) Chøng minh r»ng hai tø gi¸c låi cã c¸c cÆp c¹nh t−¬ng øng b»ng nhau 
vµ mét cÆp gãc t−¬ng øng b»ng nhau th× b»ng nhau. 

c) Hai tø gi¸c låi cã c¸c cÆp c¹nh t−¬ng øng b»ng nhau th× cã b»ng nhau 
hay kh«ng ? 

22. §a gi¸c låi n c¹nh gäi lµ n-gi¸c ®Òu nÕu tÊt c¶ c¸c c¹nh cña nã b»ng nhau 
vµ tÊt c¶ c¸c gãc cña nã b»ng nhau. Chøng tá r»ng hai n-gi¸c ®Òu b»ng 
nhau khi vµ chØ khi chóng cã c¹nh b»ng nhau. 

23. H×nh H1 gåm ba ®−êng trßn (O1 ; r1), (O2 ; r2) vµ (O3 ; r3) ®«i mét tiÕp xóc 

ngoµi víi nhau. H×nh H2 gåm ba ®−êng trßn (I1 ; r1), (I2 ; r2) vµ (I3 ; r3) ®«i 

mét tiÕp xóc ngoµi víi nhau. Chøng tá r»ng hai h×nh H1 vµ H2 b»ng nhau. 

24. Cho hai h×nh b×nh hµnh. H·y vÏ mét ®−êng th¼ng chia mçi h×nh b×nh hµnh 
®ã thµnh hai h×nh b»ng nhau. 
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P h Ð p  v Þ  t ù  
 

 
 
 

 

                                       Hin-be (Hilbert) 

        Ai ®©y ? 

Chóng ta h·y quan s¸t hai bøc ch©n dung ë h×nh vÏ trªn. Tuy kÝch th−íc cña 
chóng kh¸c nhau nh−ng h×nh d¹ng cña chóng rÊt "gièng nhau" (ta nãi chóng 
"®ång d¹ng" víi nhau). V× bøc nhá h¬n lµ ch©n dung cña nhµ to¸n häc Hin-be, 
nªn bøc lín h¬n còng lµ ch©n dung cña nhµ to¸n häc ®ã. 

Sau ®©y, chóng ta sÏ nãi vÒ c¸c phÐp biÕn h×nh kh«ng lµm thay ®æi h×nh 
d¹ng cña h×nh. Tr−íc hÕt, trong bµi nµy, ta nãi ®Õn phÐp vÞ tù, mét tr−êng 
hîp riªng cña nh÷ng phÐp biÕn h×nh nh− thÕ. 

1. §Þnh nghÜa  

Cho mét ®iÓm O cè ®Þnh vµ mét sè k kh«ng ®æi, k  0. PhÐp 

biÕn h×nh biÕn mçi ®iÓm M thµnh ®iÓm M' sao cho 

'OM kOM
 

 ®−îc gäi lµ phÐp vÞ tù t©m O tØ sè k. 

Ta th−êng kÝ hiÖu phÐp vÞ tù bëi ch÷ V, nÕu cÇn nãi râ t©m O vµ tØ sè k cña 

nã th× ta kÝ hiÖu lµ V(O, k). 

H×nh 19 cho ta thÊy phÐp vÞ tù t©m O tØ sè k  2 vµ phÐp vÞ tù t©m O1 tØ sè 

k1  
1

2
  biÕn h×nh H  thµnh c¸c h×nh nh− thÕ nµo. 

 
 
 
 
 
 

H×nh 19 

6 
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2. C¸c tÝnh chÊt cña phÐp vÞ tù 

§Þnh lÝ 1 

NÕu phÐp vÞ tù tØ sè k biÕn hai ®iÓm M vµ N lÇn l−ît thµnh 

hai ®iÓm M' vµ N' th× 

M'N' kMN
 

 vµ .M N k MN    

Chøng minh 

NÕu O lµ t©m cña phÐp vÞ tù th× theo ®Þnh nghÜa, ta cã ,OM' kOM
 

 

.ON' kON
 

 

VËy  ( ) .M'N' ON' OM' kON kOM k ON OM kMN      
       

 

Tõ ®ã suy ra .M'N' k MN                  

§Þnh lÝ 2 

PhÐp vÞ tù biÕn ba ®iÓm th¼ng hµng thµnh ba ®iÓm th¼ng hµng 

vµ kh«ng lµm thay ®æi thø tù cña ba ®iÓm th¼ng hµng ®ã. 

Chøng minh 

Gi¶ sö ba ®iÓm A, B, C th¼ng hµng mµ B n»m gi÷a A vµ C, tøc lµ 

BA mBC
 

 víi m < 0. NÕu phÐp vÞ tù tØ sè k biÕn A, B, C lÇn l−ît thµnh A', 

B', C' th× theo ®Þnh lÝ 1, ta cã ,B'A' kBA
 

 .B'C' kBC
 

  

Tõ ®ã suy ra ( ) ( ) ,B'A' kBA k mBC m kBC mB'C'   
    

 tøc lµ ba ®iÓm A', 
B', C' th¼ng hµng víi B' n»m gi÷a A' vµ C'.            

HÖ qu¶ 

PhÐp vÞ tù tØ sè k biÕn ®−êng th¼ng thµnh ®−êng th¼ng song 

song (hoÆc trïng) víi ®−êng th¼ng ®ã, biÕn tia thµnh tia, 

biÕn ®o¹n th¼ng thµnh ®o¹n th¼ng mµ ®é dµi ®−îc nh©n lªn 

víi ,k  biÕn tam gi¸c thµnh tam gi¸c ®ång d¹ng víi tØ sè 

®ång d¹ng lµ ,k  biÕn gãc thµnh gãc b»ng nã. 

?1  Nh÷ng ®−êng th¼ng nµo biÕn thµnh chÝnh nã qua phÐp vÞ tù víi tØ sè k  1 ? 

Nh÷ng ®−êng trßn nµo biÕn thµnh chÝnh nã qua phÐp vÞ tù víi tØ sè k  1 ? 
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3. ¶nh cña ®−êng trßn qua phÐp vÞ tù 

§Þnh lÝ 3 

PhÐp vÞ tù tØ sè k biÕn ®−êng trßn cã b¸n kÝnh R thµnh ®−êng 

trßn cã b¸n kÝnh .k R  

Chøng minh (h.20) 

Gi¶ sö V lµ phÐp vÞ tù 
t©m O tØ sè k vµ (I ; R) lµ ®−êng 
trßn ®· cho. Gäi I' lµ ¶nh cña I vµ 
M' lµ ¶nh cña ®iÓm M bÊt k× th× ta 
cã .I'M' k IM  

Bëi vËy IM  R khi vµ chØ khi 

I'M' k R  hay lµ M' thuéc 

®−êng trßn (I' ; R') víi .R' k R  
§ã chÝnh lµ ¶nh cña ®−êng 
trßn (I ; R) qua phÐp vÞ tù V.  

1 

Trªn h×nh 20, h·y vÏ mét ®−êng th¼ng d qua t©m vÞ tù O, c¾t ®−êng trßn (I ; R) t¹i A vµ 

B, c¾t ®−êng trßn (I' ; R') t¹i C vµ D. H·y nãi râ c¸c ®iÓm A vµ B ®−îc biÕn thµnh 

nh÷ng ®iÓm nµo qua phÐp vÞ tù ®ã, vµ gi¶i thÝch t¹i sao. 

NÕu ®−êng th¼ng d nãi trªn tiÕp xóc víi ®−êng trßn (I ; R) th× d cã tiÕp xóc víi ®−êng 

trßn (I' ; R') hay kh«ng ? NhËn xÐt g× vÒ c¸c tiÕp ®iÓm ? 

4. T©m vÞ tù cña hai ®−êng trßn 

Ta ®· biÕt r»ng phÐp vÞ tù biÕn ®−êng trßn thµnh ®−êng trßn. B©y giê ta xÐt 
bµi to¸n ng−îc l¹i. 

Bµi to¸n 1 

Cho hai ®−êng trßn (I ; R) vµ (I' ; R') ph©n biÖt. H·y t×m c¸c phÐp vÞ tù 

biÕn ®−êng trßn (I ; R) thµnh ®−êng trßn (I' ; R'). 

Gi¶i 

Tr−íc hÕt, ta cã nhËn xÐt : NÕu phÐp vÞ tù t©m O tØ sè k biÕn (I ; R) thµnh 

(I' ; R') th× 
R'

k
R

  hay 
R'

k
R

   vµ .OI' kOI
 

 Tõ ®ã ta x¸c ®Þnh ®−îc 

c¸c phÐp vÞ tù mµ bµi to¸n yªu cÇu. Cô thÓ lµ : 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 20 
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Tr−êng hîp hai ®−êng trßn (I ; R) vµ 

(I' ; R') ®ång t©m, R  R', hiÓn nhiªn khi 
®ã O trïng víi I. VËy ta cã hai phÐp vÞ 

tù : phÐp vÞ tù V1 t©m I tØ sè 
R'

R
 vµ 

phÐp vÞ tù V2 t©m I tØ sè .R'

R
  (Trªn 

h×nh 21, phÐp vÞ tù V1 biÕn M thµnh 

M'1 vµ phÐp vÞ tù V2 biÕn M thµnh M'2). 

Tr−êng hîp I kh«ng trïng víi I' nh−ng 

R  R', tøc lµ k , khi ®ã ®iÓm O 

ph¶i tho¶ m·n ®iÒu kiÖn 'OI kOI
 

 
nªn k chØ cã thÓ b»ng 1, vµ O lµ 
trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng II'. VËy 
trong tr−êng hîp nµy chØ cã mét phÐp 
vÞ tù : t©m O, tØ sè 1, ®ã còng chÝnh 
lµ phÐp ®èi xøng qua ®iÓm O (h.22).  

Tr−êng hîp I kh«ng trïng I' vµ R  R', ta cã thÓ x¸c ®Þnh c¸c phÐp vÞ tù nh− 
sau (h.23) : 

 

 

 

 

 

 
 

H×nh 23 

Ta lÊy M'1M'2 lµ mét ®−êng kÝnh cña (I' ; R') vµ IM lµ mét b¸n kÝnh cña (I ; R) 

sao cho hai vect¬ 1I'M'


 vµ IM


 cïng h−íng. §−êng th¼ng II' c¾t MM'1 vµ MM'2 

lÇn l−ît t¹i O1 vµ O2. 

Khi ®ã phÐp vÞ tù V1 t©m O1 tØ sè 1
R'

k
R

  vµ phÐp vÞ tù V2 t©m O2 tØ sè 

2
R'

k
R

   ®Òu biÕn ®−êng trßn (I ; R) thµnh ®−êng trßn (I' ; R').     

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 21 
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ThuËt ng÷ 

NÕu cã phÐp vÞ tù t©m O biÕn ®−êng trßn nµy thµnh ®−êng trßn kia th× O 

®−îc gäi lµ t©m vÞ tù cña hai ®−êng trßn ®ã.  

NÕu phÐp vÞ tù ®ã cã tØ sè d−¬ng th× ®iÓm O gäi lµ t©m vÞ tù ngoµi, nÕu 

phÐp vÞ tù ®ã cã tØ sè ©m th× ®iÓm O gäi lµ t©m vÞ tù trong. 

Trªn h×nh 23, hai ®−êng trßn (I ; R) vµ (I' ; R') cã 1O  lµ t©m vÞ tù ngoµi, 

2O  lµ t©m vÞ tù trong. 

5. øng dông cña phÐp vÞ tù  

Bµi to¸n 2 

Tam gi¸c ABC cã hai ®Ønh B, C cè ®Þnh cßn ®Ønh A ch¹y trªn mét ®−êng trßn 

(O ; R) cè ®Þnh kh«ng cã ®iÓm chung víi ®−êng th¼ng BC. T×m quü tÝch träng 

t©m G cña tam gi¸c ABC. 

Gi¶i (h.24) 

Gäi I lµ trung ®iÓm cña BC th× I cè ®Þnh. 

§iÓm G lµ träng t©m tam gi¸c ABC khi vµ 

chØ khi 

IG 
 1

3
IA


. 

Nh− vËy phÐp vÞ tù V t©m I tØ sè 
1

3
 biÕn ®iÓm A thµnh ®iÓm G. Tõ ®ã suy ra 

khi A ch¹y trªn ®−êng trßn (O ; R) th× quü tÝch G lµ ¶nh cña ®−êng trßn ®ã 

qua phÐp vÞ tù V, tøc lµ ®−êng trßn (O' ; R') mµ 
1

3
IO' IO
 

 vµ .1

3
R' R   

Bµi to¸n 3 

Cho tam gi¸c ABC víi träng t©m G, trùc t©m H vµ t©m ®−êng trßn ngo¹i 

tiÕp O. Chøng minh r»ng 2GH GO 
 

 (nh− vËy khi ba ®iÓm G, H, O 

kh«ng trïng nhau th× chóng cïng n»m trªn mét ®−êng th¼ng, ®−îc gäi lµ 

®−êng th¼ng ¥-le). 

 

 

 

 

 

 

H×nh 24 
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2 (§Ó gi¶i bµi to¸n 3) 

Gäi A', B', C' lÇn l−ît lµ trung ®iÓm c¸c c¹nh BC, CA, AB 

cña tam gi¸c ABC (h.25). 

1) H·y chøng minh r»ng O lµ trùc t©m cña tam gi¸c 

A'B'C'. 

2) Gäi V lµ phÐp vÞ tù t©m G, tØ sè 2. H·y t×m ¶nh cña 

tam gi¸c A'B'C' qua V. 

3) Qua phÐp vÞ tù V, ®iÓm O biÕn thµnh ®iÓm nµo ? 

V× sao ? Tõ ®ã suy ra kÕt luËn cña bµi to¸n. 

?2  Gäi O' lµ t©m ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c A'B'C'. Qua phÐp vÞ tù V nãi 

trªn, ®iÓm O' biÕn thµnh ®iÓm nµo ? 

C©u hái vµ bµi tËp 

25. C¸c phÐp sau ®©y cã ph¶i lµ phÐp vÞ tù hay kh«ng : phÐp ®èi xøng t©m, 

phÐp ®èi xøng trôc, phÐp ®ång nhÊt, phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ kh¸c 0


 ? 

26. C¸c kh¼ng ®Þnh sau ®©y cã ®óng kh«ng ? 
a) PhÐp vÞ tù lu«n cã ®iÓm bÊt ®éng (tøc lµ ®iÓm biÕn thµnh chÝnh nã). 
b) PhÐp vÞ tù kh«ng thÓ cã qu¸ mét ®iÓm bÊt ®éng. 
c) NÕu phÐp vÞ tù cã hai ®iÓm bÊt ®éng ph©n biÖt th× mäi ®iÓm ®Òu bÊt ®éng. 

27. X¸c ®Þnh t©m vÞ tù trong vµ t©m vÞ tù ngoµi cña hai ®−êng trßn trong c¸c 
tr−êng hîp sau : 

 a) Hai ®−êng trßn tiÕp xóc ngoµi víi nhau. 

 b) Hai ®−êng trßn tiÕp xóc trong víi nhau. 

 c) Mét ®−êng trßn chøa ®−êng trßn kia. 

28. Cho hai ®−êng trßn (O) vµ (O') c¾t nhau t¹i A vµ B. H·y dùng qua A mét 
®−êng th¼ng d c¾t (O) ë M vµ c¾t (O') ë N sao cho M lµ trung ®iÓm cña AN. 

29. Cho ®−êng trßn (O ; R) vµ ®iÓm I cè ®Þnh kh¸c O. Mét ®iÓm M thay ®æi 
trªn ®−êng trßn. Tia ph©n gi¸c cña gãc MOI c¾t IM t¹i N. T×m quü tÝch 
®iÓm N. 

30. Cho hai ®−êng trßn (O) vµ (O') cã b¸n kÝnh kh¸c nhau, tiÕp xóc ngoµi víi 
nhau t¹i A. Mét ®−êng trßn (O'') thay ®æi, lu«n lu«n tiÕp xóc ngoµi víi (O) 
vµ (O') lÇn l−ît t¹i B vµ C. Chøng minh r»ng ®−êng th¼ng BC lu«n ®i qua 
mét ®iÓm cè ®Þnh. 

 

 

 

 

 

 

H×nh 25 
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P h Ð p  ® å n g  d ¹ n g  

 

1. §Þnh nghÜa phÐp ®ång d¹ng 

PhÐp biÕn h×nh F gäi lµ phÐp ®ång d¹ng tØ sè k (k > 0) nÕu 

víi hai ®iÓm bÊt k× M, N vµ ¶nh M', N' cña chóng, ta cã 
M'N'  kMN. 

?1  PhÐp dêi h×nh vµ phÐp vÞ tù cã ph¶i lµ nh÷ng phÐp ®ång d¹ng hay kh«ng ? 

NÕu cã th× tØ sè ®ång d¹ng lµ bao nhiªu ?  

Gäi V lµ phÐp vÞ tù t©m O tØ sè k vµ D lµ mét phÐp dêi h×nh. Víi mçi ®iÓm M bÊt k×, 

V biÕn ®iÓm M thµnh ®iÓm M1 vµ D biÕn ®iÓm M1 thµnh ®iÓm M'. Nh− vËy ta cã 

mét phÐp biÕn h×nh F biÕn ®iÓm M thµnh ®iÓm M'. Cã thÓ nãi F cã ®−îc b»ng c¸ch 

thùc hiÖn liªn tiÕp hai phÐp biÕn h×nh V vµ D. 

Ng−êi ta cßn nãi r»ng F lµ phÐp hîp thµnh cña hai phÐp biÕn h×nh V vµ D. 

H·y chøng tá r»ng F lµ mét phÐp ®ång d¹ng tØ sè .k  

Nh− vËy, nÕu thùc hiÖn liªn tiÕp mét phÐp vÞ tù vµ mét phÐp dêi h×nh th× 
kÕt qu¶ lµ mét phÐp ®ång d¹ng. §iÒu ng−îc l¹i còng ®óng. Ta cã thÓ chøng 
minh ®−îc ®Þnh lÝ sau ®©y. 

2. §Þnh lÝ 

Mäi phÐp ®ång d¹ng F tØ sè k ®Òu lµ hîp thµnh cña mét phÐp 

vÞ tù V tØ sè k vµ mét phÐp dêi h×nh D. 

HÖ qu¶ (tÝnh chÊt cña phÐp ®ång d¹ng) 

PhÐp ®ång d¹ng biÕn ba ®iÓm th¼ng hµng thµnh ba ®iÓm 

th¼ng hµng (vµ kh«ng lµm thay ®æi thø tù ba ®iÓm ®ã), 

biÕn ®−êng th¼ng thµnh ®−êng th¼ng, biÕn tia thµnh tia, 

biÕn ®o¹n th¼ng thµnh ®o¹n th¼ng mµ ®é dµi ®−îc nh©n 

lªn víi k (k lµ tØ sè cña phÐp ®ång d¹ng), biÕn tam gi¸c 

thµnh tam gi¸c ®ång d¹ng víi tØ sè k, biÕn ®−êng trßn cã 

b¸n kÝnh R thµnh ®−êng trßn cã b¸n kÝnh kR, biÕn gãc 

thµnh gãc b»ng nã. 

7 
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?2  Cã ph¶i mäi phÐp ®ång d¹ng ®Òu biÕn ®−êng th¼ng thµnh ®−êng th¼ng 

song song hoÆc trïng víi nã hay kh«ng ?  

3. Hai h×nh ®ång d¹ng 

Trªn h×nh 26, ta cã hai h×nh H vµ H1 vÞ tù víi nhau (nghÜa lµ cã phÐp vÞ tù 

V biÕn h×nh H thµnh h×nh H1), hai h×nh H1 vµ H ' b»ng nhau (nghÜa lµ cã phÐp 

dêi h×nh D biÕn h×nh H1 thµnh h×nh H '). 

 

 
 
 

 
 

H×nh 26 

NÕu gäi F lµ phÐp hîp thµnh cña V vµ D th× F lµ phÐp ®ång d¹ng biÕn h×nh H 

thµnh h×nh H '. 

Ta nãi r»ng hai h×nh H vµ H ' ®ång d¹ng víi nhau. Nh− vËy ta cã : 

§Þnh nghÜa  

Hai h×nh gäi lµ ®ång d¹ng víi nhau nÕu cã phÐp ®ång d¹ng 

biÕn h×nh nµy thµnh h×nh kia. 

    Chó ý  
ë líp 8, ta ®· biÕt thÕ nµo lµ hai tam gi¸c ®ång d¹ng. Kh¸i niÖm 
®ã phï hîp víi ®Þnh nghÜa trªn. 

C©u hái vµ bµi tËp 

31. Chøng tá r»ng nÕu phÐp ®ång d¹ng F biÕn tam gi¸c ABC thµnh tam gi¸c 
A'B'C' th× träng t©m, trùc t©m, t©m ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ABC 

lÇn l−ît biÕn thµnh träng t©m, trùc t©m, t©m ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam 
gi¸c A'B'C'. 

32. Chøng tá r»ng c¸c ®a gi¸c ®Òu cã cïng sè c¹nh th× ®ång d¹ng víi nhau. 
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33. Dùng tam gi¸c ABC nÕu biÕt hai gãc  ,B   C   vµ mét trong c¸c yÕu 
tè sau : 

a) §−êng cao AH  h ; 

b) §−êng trung tuyÕn AM  m ; 
c) B¸n kÝnh R cña ®−êng trßn ngo¹i tiÕp. 

¤n tËp ch−¬ n g  I  

I - Tãm t¾t nh÷ng kiÕn thøc cÇn nhí 

1. PhÐp dêi h×nh lµ phÐp biÕn h×nh kh«ng lµm thay ®æi kho¶ng c¸ch gi÷a hai 
®iÓm bÊt k×, nghÜa lµ nÕu phÐp dêi h×nh biÕn hai ®iÓm M, N lÇn l−ît thµnh 
hai ®iÓm M', N' th× M'N'  MN. 

2. C¸c tÝnh chÊt cña phÐp dêi h×nh : biÕn ba ®iÓm th¼ng hµng thµnh ba ®iÓm 
th¼ng hµng vµ kh«ng lµm thay ®æi thø tù ba ®iÓm ®ã, biÕn ®−êng th¼ng 
thµnh ®−êng th¼ng, biÕn tia thµnh tia, biÕn ®o¹n th¼ng thµnh ®o¹n th¼ng 
b»ng nã, biÕn gãc thµnh gãc b»ng nã, biÕn tam gi¸c thµnh tam gi¸c b»ng 
nã, biÕn ®−êng trßn thµnh ®−êng trßn cã cïng b¸n kÝnh. 

3. C¸c phÐp dêi h×nh cô thÓ : 
a) PhÐp tÞnh tiÕn uT  (theo vect¬ u


) biÕn mçi ®iÓm M thµnh ®iÓm M' sao 

cho ' .MM u
 

  

b) PhÐp ®èi xøng trôc §d (trôc lµ ®−êng th¼ng d) biÕn mçi ®iÓm M thµnh 
®iÓm M' ®èi xøng víi M qua d. 

c) PhÐp quay Q(O, ) (t©m O, gãc quay ) biÕn O thµnh O, biÕn mçi ®iÓm M kh¸c 
O thµnh ®iÓm M' sao cho OM  OM' vµ gãc l−îng gi¸c (OM, OM') b»ng .  

d) PhÐp ®èi xøng t©m §O (t©m lµ ®iÓm O) biÕn mçi ®iÓm M thµnh ®iÓm M' 
®èi xøng víi M qua O. 

4. §Þnh nghÜa vÒ hai h×nh b»ng nhau : Hai h×nh gäi lµ b»ng nhau nÕu cã phÐp 
dêi h×nh biÕn h×nh nµy thµnh h×nh kia. 

5. PhÐp ®ång d¹ng tØ sè k (k > 0) lµ phÐp biÕn h×nh biÕn mçi cÆp ®iÓm M, N 
thµnh cÆp ®iÓm M', N' sao cho M'N'  kMN. 

6. PhÐp ®ång d¹ng cã c¸c tÝnh chÊt : biÕn ba ®iÓm th¼ng hµng thµnh ba ®iÓm 
th¼ng hµng (vµ kh«ng lµm thay ®æi thø tù ba ®iÓm ®ã), biÕn ®−êng th¼ng 
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thµnh ®−êng th¼ng, biÕn tia thµnh tia, biÕn ®o¹n th¼ng thµnh ®o¹n th¼ng 
mµ ®é dµi ®−îc nh©n lªn víi k (k lµ tØ sè cña phÐp ®ång d¹ng), biÕn tam 
gi¸c thµnh tam gi¸c ®ång d¹ng víi tØ sè k, biÕn mét gãc thµnh gãc cã cïng 
sè ®o, biÕn ®−êng trßn b¸n kÝnh R thµnh ®−êng trßn cã b¸n kÝnh kR. 

7. PhÐp vÞ tù ( , )O kV  t©m O tØ sè k (k  0) biÕn mçi ®iÓm M thµnh ®iÓm M' sao 

cho .OM' kOM
 

 

8. C¸c tÝnh chÊt cña phÐp vÞ tù : PhÐp vÞ tù t©m O tØ sè k lµ mét phÐp ®ång 
d¹ng tØ sè k nªn cã c¸c tÝnh chÊt cña phÐp ®ång d¹ng. Ngoµi ra, phÐp vÞ tù 
cã tÝnh chÊt ®Æc biÖt sau : ®−êng th¼ng nèi mét ®iÓm vµ ¶nh cña nã lu«n 
lu«n ®i qua O ; ¶nh d' cña ®−êng th¼ng d lu«n song song hoÆc trïng víi d. 

9. Mçi phÐp ®ång d¹ng bao giê còng cã thÓ xem lµ hîp thµnh cña mét phÐp vÞ 
tù vµ mét phÐp dêi h×nh. 

10. §Þnh nghÜa vÒ hai h×nh ®ång d¹ng : Hai h×nh ®−îc gäi lµ ®ång d¹ng víi 
nhau nÕu cã phÐp ®ång d¹ng biÕn h×nh nµy thµnh h×nh kia . 

II - C¸c c©u hái tù kiÓm tra 

1. C¸c kh¼ng ®Þnh sau ®©y cã ®óng kh«ng ? 

a) PhÐp ®ång nhÊt lµ mét phÐp tÞnh tiÕn ; 
b) PhÐp ®ång nhÊt lµ mét phÐp quay ; 
c) PhÐp ®ång nhÊt lµ mét phÐp ®èi xøng t©m ; 
d) PhÐp ®èi xøng t©m lµ mét phÐp vÞ tù ; 
e) PhÐp quay lµ mét phÐp ®ång d¹ng ; 
f) PhÐp vÞ tù lµ mét phÐp dêi h×nh. 

2. Cho hai ®iÓm A, B ph©n biÖt. C¸c kh¼ng ®Þnh sau ®©y cã ®óng kh«ng ? 
a) Cã duy nhÊt mét phÐp ®èi xøng trôc biÕn A thµnh B ; 
b) Cã duy nhÊt mét phÐp ®èi xøng t©m biÕn A thµnh B ; 
c) Cã duy nhÊt mét phÐp tÞnh tiÕn biÕn A thµnh B ; 
d) Cã duy nhÊt mét phÐp quay biÕn A thµnh B ; 
e) Cã duy nhÊt mét phÐp vÞ tù biÕn A thµnh B. 

3. H·y chØ ra mét sè h×nh cã mét trong c¸c tÝnh chÊt d−íi ®©y : 
a) Cã v« sè trôc ®èi xøng ; 
b) Cã v« sè t©m ®èi xøng ; 
c) Cã ®óng n trôc ®èi xøng.  
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III - Bμi tËp 

1. Cho hai ®−êng trßn (O ; R), (O' ; R') vµ mét ®−êng th¼ng d. 
a) T×m hai ®iÓm M, N lÇn l−ît n»m trªn hai ®−êng trßn ®ã sao cho d lµ 
®−êng trung trùc cña ®o¹n th¼ng MN. 
b) X¸c ®Þnh ®iÓm I trªn d sao cho tiÕp tuyÕn IT cña (O ; R) vµ tiÕp tuyÕn 
IT' cña (O' ; R') hîp thµnh c¸c gãc mµ d lµ mét trong c¸c ®−êng ph©n gi¸c 
cña c¸c gãc ®ã. 

2. Chøng minh r»ng nÕu mét h×nh nµo ®ã cã hai trôc ®èi xøng vu«ng gãc víi 
nhau th× h×nh ®ã cã t©m ®èi xøng. 

3. Cho ®−êng th¼ng d ®i qua hai ®iÓm ph©n biÖt P, Q vµ hai ®iÓm A, B n»m vÒ 

mét phÝa ®èi víi d. H·y x¸c ®Þnh trªn d hai ®iÓm M, N sao cho MN PQ
 

 

vµ AM  BN bÐ nhÊt. 

4. Cho vect¬ u


 vµ mét ®iÓm O. Víi ®iÓm M bÊt k×, ta gäi M1 lµ ®iÓm ®èi 

xøng víi M qua O vµ M' lµ ®iÓm sao cho .1M M' u
 

 Gäi F lµ phÐp biÕn 

h×nh biÕn M thµnh M'. 
a) F lµ phÐp hîp thµnh cña hai phÐp nµo ? F cã ph¶i lµ phÐp dêi h×nh 
hay kh«ng ? 
b) Chøng tá r»ng F lµ mét phÐp ®èi xøng t©m. 

5. Cho tam gi¸c ABC néi tiÕp trong ®−êng trßn (O) vµ mét ®iÓm M thay ®æi 
trªn (O). Gäi M1 lµ ®iÓm ®èi xøng víi M qua A, M2 lµ ®iÓm ®èi xøng víi 
M1 qua B, M3 lµ ®iÓm ®èi xøng víi M2 qua C. 
a) Chøng tá r»ng phÐp biÕn h×nh F biÕn ®iÓm M thµnh M3 lµ mét phÐp ®èi 
xøng t©m.  
b) T×m quü tÝch ®iÓm M3. 

6. Gäi F lµ phÐp biÕn h×nh cã tÝnh chÊt sau ®©y : Víi mäi cÆp ®iÓm M, N vµ ¶nh 

M', N' cña chóng, ta lu«n cã ,M'N' kMN
 

 trong ®ã k lµ mét sè kh«ng ®æi 
kh¸c 0. H·y chøng minh r»ng F lµ phÐp tÞnh tiÕn hoÆc phÐp vÞ tù. 

7. a) Cho tam gi¸c ABC vµ h×nh vu«ng MNPQ nh− 

h×nh 27. Gäi V lµ phÐp vÞ tù t©m A tØ sè .AB
k

AM
  H·y 

dùng ¶nh cña h×nh vu«ng MNPQ qua phÐp vÞ tù V. 
b) Tõ bµi to¸n ë c©u a) h·y suy ra c¸ch gi¶i bµi to¸n 
sau : Cho tam gi¸c nhän ABC, h·y dùng h×nh vu«ng 
MNPQ sao cho hai ®Ønh P, Q n»m trªn c¹nh BC vµ 
hai ®Ønh M, N lÇn l−ît n»m trªn hai c¹nh AB vµ AC. 

 

 

 

 

 

H×nh 27 
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8. Cho ®−êng trßn (O) cã ®−êng kÝnh AB. Gäi C lµ ®iÓm ®èi xøng víi A qua B 
vµ PQ lµ ®−êng kÝnh thay ®æi cña (O) kh¸c ®−êng kÝnh AB. §−êng th¼ng 
CQ c¾t PA vµ PB lÇn l−ît t¹i M vµ N. 
a) Chøng minh r»ng Q lµ trung ®iÓm cña CM, N lµ trung ®iÓm cña CQ. 
b) T×m quü tÝch c¸c ®iÓm M vµ N khi ®−êng kÝnh PQ thay ®æi.  

9. Cho ®−êng trßn (O ; R) vµ ®iÓm A cè ®Þnh. Mét d©y cung BC thay ®æi cña 
(O ; R) cã ®é dµi kh«ng ®æi BC  m. T×m quü tÝch c¸c ®iÓm G sao cho 

.0GA GB GC  
   

 

IV. C¸c c©u hái tr¾c nghiÖm 

1. Cho hai ®−êng th¼ng song song d vµ d'. Cã bao nhiªu phÐp tÞnh tiÕn biÕn d 
thµnh d' ? 

(A) Kh«ng cã phÐp tÞnh tiÕn nµo ;  (B) Cã duy nhÊt mét phÐp tÞnh tiÕn ; 
(C) ChØ cã hai phÐp tÞnh tiÕn ;    (D) Cã v« sè phÐp tÞnh tiÕn. 

2. Cho bèn ®−êng th¼ng a, b, a', b' trong ®ã a // a', b // b', a c¾t b. Cã bao 
nhiªu phÐp tÞnh tiÕn biÕn a vµ b lÇn l−ît thµnh a' vµ b' ? 
(A) Kh«ng cã phÐp tÞnh tiÕn nµo ;  (B) Cã duy nhÊt mét phÐp tÞnh tiÕn ; 
(C) ChØ cã hai phÐp tÞnh tiÕn ;    (D) Cã rÊt nhiÒu phÐp tÞnh tiÕn. 

3. Cho hai ®−êng th¼ng c¾t nhau d vµ d'. Cã bao nhiªu phÐp ®èi xøng trôc 
biÕn d thµnh d' ? 
(A) Kh«ng cã phÐp ®èi xøng trôc nµo ; 
(B) Cã duy nhÊt mét phÐp ®èi xøng trôc ; 
(C) ChØ cã hai phÐp ®èi xøng trôc ; 
(D) Cã rÊt nhiÒu phÐp ®èi xøng trôc. 

4. Trong c¸c h×nh sau ®©y, h×nh nµo cã bèn trôc ®èi xøng ? 
(A) H×nh b×nh hµnh ;       (B) H×nh ch÷ nhËt ; 
(C) H×nh thoi ;         (D) H×nh vu«ng. 

5. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo sai  ? 
(A) H×nh gåm hai ®−êng trßn kh«ng b»ng nhau cã trôc ®èi xøng ; 
(B) H×nh gåm mét ®−êng trßn vµ mét ®o¹n th¼ng tuú ý cã trôc ®èi xøng ; 
(C) H×nh gåm mét ®−êng trßn vµ mét ®−êng th¼ng tuú ý cã trôc ®èi xøng ; 
(D) H×nh gåm mét tam gi¸c c©n vµ ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ®ã cã trôc 
®èi xøng. 

6. Trong c¸c h×nh sau ®©y, h×nh nµo kh«ng cã t©m ®èi xøng ? 
(A) H×nh gåm mét ®−êng trßn vµ mét h×nh ch÷ nhËt néi tiÕp ; 
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(B) H×nh gåm mét ®−êng trßn vµ mét tam gi¸c ®Òu néi tiÕp ; 
(C) H×nh lôc gi¸c ®Òu ; 
(D) H×nh gåm mét h×nh vu«ng vµ ®−êng trßn néi tiÕp. 

7. Cho h×nh vu«ng ABCD t©m O. XÐt phÐp quay Q cã t©m quay O vµ gãc 
quay . Víi gi¸ trÞ nµo sau ®©y cña , phÐp quay Q biÕn h×nh vu«ng ABCD 
thµnh chÝnh nã ? 

(A) 
6

 
  ;    (B) 

4
 
  ;   (C) 

3
 
  ;   (D) .

2
 
  

8. Cho hai ®−êng th¼ng song song d vµ d'. Cã bao nhiªu phÐp vÞ tù víi tØ sè 
k  100 biÕn d thµnh d' ? 
(A) Kh«ng cã phÐp nµo ;      (B) Cã duy nhÊt mét phÐp ; 
(C) ChØ cã hai phÐp ;        (D) Cã rÊt nhiÒu phÐp. 

9. Cho ®−êng trßn (O ; R). T×m mÖnh ®Ò sai trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y : 
(A) Cã phÐp tÞnh tiÕn biÕn (O ; R) thµnh chÝnh nã ; 
(B) Cã hai phÐp vÞ tù biÕn (O ; R) thµnh chÝnh nã ; 
(C) Cã phÐp ®èi xøng trôc biÕn (O ; R) thµnh chÝnh nã ; 
(D) Trong ba mÖnh ®Ò A, B, C, cã Ýt nhÊt mét mÖnh ®Ò sai. 

10. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y, mÖnh ®Ò nµo sai ? 
(A) T©m vÞ tù ngoµi cña hai ®−êng trßn n»m ngoµi hai ®−êng trßn ®ã ; 
(B) T©m vÞ tù ngoµi cña hai ®−êng trßn kh«ng n»m gi÷a hai t©m cña hai 
®−êng trßn ®ã ; 
(C) T©m vÞ tù trong cña hai ®−êng trßn lu«n thuéc ®o¹n th¼ng nèi t©m hai 
®−êng trßn ®ã ; 
(D) T©m vÞ tù cña hai ®−êng trßn cã thÓ lµ ®iÓm chung cña c¶ hai ®−êng 
trßn ®ã. 

11. PhÐp biÕn h×nh nµo sau ®©y kh«ng cã tÝnh chÊt : "BiÕn mét ®−êng th¼ng 
thµnh ®−êng th¼ng song song hoÆc trïng víi nã" ? 
(A) PhÐp tÞnh tiÕn ;        (B) PhÐp ®èi xøng t©m ; 
(C) PhÐp ®èi xøng trôc ;       (D) PhÐp vÞ tù. 

12. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y, mÖnh ®Ò nµo sai ? 
(A) PhÐp dêi h×nh lµ mét phÐp ®ång d¹ng ; 
(B) PhÐp vÞ tù lµ mét phÐp ®ång d¹ng ; 
(C) PhÐp ®ång d¹ng lµ mét phÐp dêi h×nh ; 
(D) Cã phÐp vÞ tù kh«ng ph¶i lµ phÐp dêi h×nh. 
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Bμ i  ®äc  thªm 

h×nh tù ®ång d¹ng 

vμ h×nh häc frac-tan (fractal) 

H×nh trong mÆt ph¼ng ®−îc gäi lµ h×nh tù ®ång d¹ng nÕu mçi mÈu nhá cña nã ®Òu 
chøa mét bé phËn ®ång d¹ng víi h×nh ®ã, tøc lµ khi phãng to bé phËn nµy theo mét tØ 
sè thÝch hîp, ta cã thÓ ®Æt chång khÝt lªn h×nh ®· cho. 

VÝ dô : ®o¹n th¼ng, h×nh tam gi¸c ®Òu, h×nh vu«ng lµ nh÷ng h×nh tù ®ång d¹ng. 

NhiÒu h×nh tù ®ång d¹ng ®−îc x©y dùng b»ng ph−¬ng ph¸p lÆp (x©y dùng theo 
tõng b−íc). VÝ dô : 

 TËp C¨ng-to (Cantor) : Cho mét ®o¹n th¼ng. ë b−íc mét, chia ®o¹n th¼ng ®ã 

thµnh ba ®o¹n con b»ng nhau råi xo¸ kho¶ng ë gi÷a (kh«ng kÓ hai mót). ë mçi 
b−íc tiÕp theo, chia mçi ®o¹n ch−a xo¸ thµnh ba ®o¹n con b»ng nhau råi xo¸ 
kho¶ng ë gi÷a (kh«ng kÓ hai mót). Cø lµm thÕ m·i th× h×nh cßn l¹i lµ tËp C¨ng-to. 

 
 
Xo¸ thÕ m·i th× phÇn cßn l¹i lμ "tËp C¨ng-to". 

 §−êng V«n Kèc (Von Koch) : Cho mét ®o¹n th¼ng. ë b−íc mét, chia ®o¹n 
th¼ng ®ã thµnh ba ®o¹n con b»ng nhau, dùng tam gi¸c ®Òu trªn ®o¹n con ë gi÷a 

råi xo¸ c¹nh ®¸y cña tam gi¸c ®ã th× ®−îc mét ®−êng gÊp khóc. ë mçi b−íc tiÕp 
theo, chia mçi ®o¹n cña ®−êng gÊp khóc thµnh ba ®o¹n con b»ng nhau, dùng 
tam gi¸c ®Òu trªn ®o¹n con ë gi÷a råi xo¸ c¹nh ®¸y cña tam gi¸c ®ã. Cø lµm thÕ 
m·i th× ®−îc "®−êng V«n Kèc". 

 
 

Dùng thÕ m·i th× ®−îc "®−êng V«n Kèc". 

 Th¶m XÐc-pin-xki (Sierpinski) : Cho mét h×nh vu«ng. ë b−íc mét, chia h×nh vu«ng 
®ã thµnh 9 h×nh vu«ng con b»ng nhau (b»ng c¸c ®o¹n th¼ng song song víi c¸c c¹nh 
h×nh vu«ng) råi xo¸ h×nh vu«ng con ë chÝnh gi÷a (kh«ng xo¸ c¸c c¹nh) th× ®−îc h×nh 

gåm 8 h×nh vu«ng con. ë b−íc hai, l¹i chia mçi h×nh vu«ng con ch−a xo¸ nµy thµnh 
9 h×nh vu«ng con b»ng nhau, råi xo¸ h×nh vu«ng con ë chÝnh gi÷a. Cø lµm thÕ m·i th× 
h×nh cßn l¹i lµ "th¶m XÐc-pin-xki". 

 

 

 

 
 
 

Xo¸ thÕ m·i th× phÇn cßn l¹i lμ "th¶m XÐc-pin-xki". 
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NhiÒu h×nh tù ®ång d¹ng phøc t¹p nh− thÕ lµ nh÷ng ®èi t−îng nghiªn cøu cña 

H×nh häc frac-tan, mét m«n h×nh häc ®−îc khëi ®Çu nghiªn cøu tõ cuèi thÕ kØ XX 

bëi nhµ to¸n häc Man-®en-br« (Benoit Mandelbrot) nh»m m« t¶ h×nh häc nhiÒu 

cÊu tróc gËp gÉy, gå ghÒ, låi lâm, k× dÞ, hçn ®én, ... cña nhiÒu hiÖn t−îng vËt lÝ, tù 

nhiªn. H×nh häc frac-tan cßn nghiªn cøu c¶ nh÷ng h×nh kh«ng tù ®ång d¹ng nh− 

"b«ng tuyÕt V«n Kèc". 

 B«ng tuyÕt V«n Kèc ®−îc x©y dùng b»ng ph−¬ng ph¸p lÆp nh− sau : Cho tam 

gi¸c ®Òu. ë b−íc mét, chia mçi c¹nh cña tam gi¸c thµnh ba ®o¹n b»ng nhau, 

dùng tam gi¸c ®Òu trªn ®o¹n ë gi÷a (ë bªn ngoµi tam gi¸c ®· cho) råi xo¸ c¹nh 

®¸y cña tam gi¸c ®Òu nµy th× ®−îc mét ®−êng gÊp khóc kÝn. ë mçi b−íc tiÕp 

theo, chia mçi ®o¹n cña ®−êng gÊp khóc kÝn thµnh ba ®o¹n con b»ng nhau, 

dùng tam gi¸c ®Òu trªn ®o¹n con ë gi÷a (ë bªn ngoµi ®−êng gÊp khóc kÝn ®ã) 

råi xo¸ c¹nh ®¸y. Cø lµm thÕ m·i th× ®−îc "b«ng tuyÕt V«n Kèc". 

 

 

 

 

 

 

Dùng thÕ m·i th× ®−îc "b«ng tuyÕt V«n Kèc". 



 

 

®−êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng trong kh«ng Gian. 
  quan hÖ song song  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

§iÓm, ®−êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng lµ nh÷ng kh¸i niÖm quen thuéc trong 

®êi sèng hµng ngµy cña chóng ta. Chóng còng lµ nh÷ng ®èi t−îng c¬ b¶n 

cña h×nh häc kh«ng gian. Tõ chóng, ta cã thÓ t¹o nªn nh÷ng vËt thÓ kh¸c 

nhau nh− : h×nh chãp, h×nh l¨ng trô, h×nh nãn, ... 

Häc xong ch−¬ng nµy, häc sinh cÇn n¾m v÷ng : c¸ch x¸c ®Þnh mÆt ph¼ng ; 

mèi quan hÖ gi÷a c¸c ®−êng th¼ng, gi÷a c¸c mÆt ph¼ng, gi÷a c¸c ®−êng 

th¼ng vµ mÆt ph¼ng, ®Æc biÖt lµ quan hÖ song song gi÷a chóng ; c¸ch x¸c 

®Þnh thiÕt diÖn cña mét h×nh khi c¾t bëi mét mÆt ph¼ng ; c¸ch vÏ h×nh biÓu 

diÔn vµ c¸c tÝnh chÊt cña hai h×nh quan träng lµ h×nh chãp, h×nh l¨ng trô. 

Ch−¬ng II 
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§ ¹ i  c−¬ n g  v Ò  
®−ê n g  t h ¼ n g  vμ  mÆt ph¼ng 

 

1. Më ®Çu vÒ h×nh häc kh«ng gian 

Trong ch−¬ng tr×nh h×nh häc líp 10 vµ ch−¬ng I cña líp 11, ta chØ nãi ®Õn 
nh÷ng h×nh trong mÆt ph¼ng nh− : tam gi¸c, ®−êng trßn, vect¬, ... Chóng 
®−îc gäi lµ nh÷ng h×nh ph¼ng. Nh−ng xung quanh chóng ta cßn cã c¸c 
h×nh kh«ng n»m trong mÆt ph¼ng nh− : c©y bót ch× (h.28), quyÓn s¸ch 
(h.29), qu¶ bãng (h.30), ng«i nhµ (h.31), ... 

 

 

 

 

  H×nh 28     H×nh 29     H×nh 30      H×nh 31 

M«n häc nghiªn cøu c¸c tÝnh chÊt cña nh÷ng h×nh cã thÓ kh«ng cïng n»m 

trong mét mÆt ph¼ng gäi lµ H×nh häc kh«ng gian. 

MÆt ph¼ng 

Trang giÊy, mÆt b¶ng ®en, mÆt t−êng líp häc, mÆt hå lÆng giã, mÆt bµn, tÊm 
g−¬ng ph¼ng, ... cho ta h×nh ¶nh mét phÇn mÆt ph¼ng trong kh«ng gian. 

Ng−êi ta th−êng biÓu diÔn mét mÆt ph¼ng 
b»ng mét h×nh b×nh hµnh (h.32) vµ dïng mét 
ch÷ c¸i ®Æt trong dÊu ngoÆc ( ) ®Ó ®Æt tªn cho 
mÆt ph¼ng Êy. VÝ dô : mÆt ph¼ng (P), mÆt 
ph¼ng (Q), mÆt ph¼ng (), mÆt ph¼ng () ... 
vµ viÕt t¾t lµ mp(P), mp(Q), mp(), mp() ... hoÆc (P), (Q), (), () ... 

§iÓm thuéc mÆt ph¼ng 

Ta biÕt r»ng khi cho ®iÓm A vµ ®−êng th¼ng a th× hoÆc ®iÓm A thuéc ®−êng 
th¼ng a, hoÆc ®iÓm A kh«ng thuéc ®−êng th¼ng a. 

T−¬ng tù nh− vËy, víi mét ®iÓm A vµ mét mÆt ph¼ng (P), còng cã hai kh¶ 
n¨ng x¶y ra : 

 

 

 

H×nh 32 

1 
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 HoÆc ®iÓm A thuéc mp(P), khi ®ã ta kÝ hiÖu A  mp(P) hay A  (P). 

 HoÆc ®iÓm A kh«ng thuéc mp(P), ta cßn nãi ®iÓm A ë ngoµi mp(P) vµ kÝ 
hiÖu A  mp(P) hay A  (P). 

?1  H·y quan s¸t h×nh 33. Xem mÆt bµn lµ mét 

phÇn cña mÆt ph¼ng (P). Trong c¸c ®iÓm 

A, B, C, D, E, F, G, H, I, K, L, ®iÓm nµo 

thuéc mÆt ph¼ng (P) vµ ®iÓm nµo kh«ng 

thuéc mÆt ph¼ng (P) ? 

Khi ®iÓm A thuéc mÆt ph¼ng (P), ta cßn 
nãi : "®iÓm A n»m trªn mÆt ph¼ng (P)" 
hay "®iÓm A n»m trong mÆt ph¼ng (P)", 
hoÆc cßn nãi "mÆt ph¼ng (P) ®i qua ®iÓm 
A" hay "mÆt ph¼ng (P) chøa ®iÓm A". 

H×nh biÓu diÔn cña mét h×nh trong kh«ng gian 

H×nh lËp ph−¬ng lµ h×nh n»m trong kh«ng gian, nã cã s¸u mÆt lµ h×nh 
vu«ng. H×nh tø diÖn còng lµ h×nh n»m trong kh«ng gian, nã cã bèn mÆt lµ 
tam gi¸c. §Ó dÔ h×nh dung, ng−êi ta t×m c¸ch vÏ chóng thµnh nh÷ng h×nh 
ph¼ng, gäi lµ h×nh biÓu diÔn cña c¸c h×nh kh«ng gian ®ã. 

 

 

 

 

 
  Hai h×nh biÓu diÔn cña h×nh lËp ph−¬ng      Hai h×nh biÓu diÔn cña h×nh tø diÖn 

        H×nh 34                    H×nh 35 

H×nh lËp ph−¬ng, h×nh tø diÖn kh«ng ph¶i lµ nh÷ng h×nh ph¼ng nh−ng c¸c 
h×nh biÓu diÔn cña chóng ®−îc vÏ trªn mÆt ph¼ng. Tuy thÕ, c¸c h×nh biÓu 
diÔn còng t¹o cho chóng ta c¶m gi¸c nh− ®ang nh×n thÊy h×nh lËp ph−¬ng, 
h×nh tø diÖn. 

§Ó vÏ h×nh biÓu diÔn cña mét h×nh trong kh«ng gian, ng−êi ta ®−a ra nh÷ng 
quy t¾c th−êng ®−îc ¸p dông nh− : 

 §−êng th¼ng ®−îc biÓu diÔn bëi ®−êng th¼ng. §o¹n th¼ng ®−îc biÓu 

diÔn bëi ®o¹n th¼ng. 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 33 
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 Hai ®−êng th¼ng song song (hoÆc c¾t nhau) ®−îc biÓu diÔn bëi hai 

®−êng th¼ng song song (hoÆc c¾t nhau). 

 §iÓm A thuéc ®−êng th¼ng a ®−îc biÓu diÔn bëi mét ®iÓm A' thuéc 

®−êng th¼ng a', trong ®ã a' biÓu diÔn cho ®−êng th¼ng a. 

 Dïng nÐt vÏ liÒn () ®Ó biÓu diÔn cho nh÷ng ®−êng tr«ng thÊy vµ dïng 

nÐt ®øt ®o¹n (- - -) ®Ó biÓu diÔn cho nh÷ng ®−êng bÞ khuÊt. 

C¸c quy t¾c kh¸c, chóng ta sÏ ®−îc häc sau. 

1 

VÏ h×nh biÓu diÔn cña mp(P) vµ mét ®−êng th¼ng a xuyªn qua nã. 

2 

VÏ mét sè h×nh biÓu diÔn cña h×nh tø diÖn. Cã thÓ vÏ h×nh biÓu diÔn cña h×nh tø 

diÖn mµ kh«ng cã nÐt ®øt ®o¹n nµo hay kh«ng ? 

2. C¸c tÝnh chÊt thõa nhËn cña h×nh häc kh«ng gian 

Do thùc tiÔn, kinh nghiÖm vµ quan s¸t, ng−êi ta thõa nhËn mét sè tÝnh chÊt 
sau ®©y cña h×nh häc kh«ng gian. 

TÝnh chÊt thõa nhËn 1 

Cã mét vµ chØ mét ®−êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm ph©n biÖt 

cho tr−íc. 

Nh− vËy, hai ®iÓm ph©n biÖt A, B x¸c ®Þnh duy nhÊt mét ®−êng th¼ng. 
§−êng th¼ng ®ã ®−îc kÝ hiÖu lµ ®−êng th¼ng AB hoÆc ng¾n gän lµ AB. 

TÝnh chÊt thõa nhËn 2 

Cã mét vµ chØ mét mÆt ph¼ng ®i qua ba ®iÓm kh«ng th¼ng 

hµng cho tr−íc. 

Nh− vËy, ba ®iÓm kh«ng th¼ng hµng A, B, C x¸c ®Þnh duy nhÊt mét mÆt 
ph¼ng. MÆt ph¼ng ®ã ®−îc kÝ hiÖu lµ mÆt ph¼ng (ABC) hay mp(ABC) hay 
ng¾n gän lµ (ABC). 

Trong thùc tÕ, kiÒng ba ch©n hoÆc c¸c gi¸ ®ì ba ch©n khi ®Æt trªn mÆt ®Êt 
kh«ng bÞ cËp kªnh v× theo tÝnh chÊt thõa nhËn 2, ba ®iÓm kh«ng th¼ng hµng 
nµo còng x¸c ®Þnh mét mÆt ph¼ng. 
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KiÒng ba ch©n           Gi¸ ®ì ba ch©n 

    H×nh 36              H×nh 37 

TÝnh chÊt thõa nhËn 3 

Tån t¹i bèn ®iÓm kh«ng cïng n»m trªn mét mÆt ph¼ng. 

NÕu cã nhiÒu ®iÓm thuéc mét mÆt ph¼ng th× ta nãi r»ng c¸c ®iÓm ®ã ®ång 
ph¼ng, cßn nÕu kh«ng cã mÆt ph¼ng nµo chøa c¸c ®iÓm ®ã th× ta nãi r»ng 
chóng kh«ng ®ång ph¼ng. 

Nh− vËy, tÝnh chÊt thõa nhËn 3 cã thÓ ®−îc ph¸t biÓu nh− sau : Tån t¹i bèn 

®iÓm kh«ng ®ång ph¼ng. 

3 

Gi¶ sö (P) lµ mét mÆt ph¼ng nµo ®ã. Chøng minh r»ng cã Ýt nhÊt mét ®iÓm kh«ng 

thuéc mp(P). 

TÝnh chÊt thõa nhËn 4 

NÕu hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt cã mét ®iÓm chung th× chóng 

cã mét ®−êng th¼ng chung duy nhÊt chøa tÊt c¶ c¸c ®iÓm 

chung cña hai mÆt ph¼ng ®ã. 

Gi¶ sö (P) vµ (Q) lµ hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt cã ®iÓm chung A. Theo tÝnh 
chÊt thõa nhËn 4 th× (P) vµ (Q) cã ®−êng th¼ng chung duy nhÊt a ®i qua 
®iÓm A. §−êng th¼ng a ®ã ®−îc gäi lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng (P) 
vµ (Q), cßn nãi hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) c¾t nhau theo giao tuyÕn a, kÝ 
hiÖu a  (P)  (Q). 
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?2  QuyÓn vë ghi bµi ®ang ë tr−íc mÆt c¸c em (h.38). Hai b×a 

vë lµ h×nh ¶nh cña hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt. VËy giao tuyÕn 

cña chóng lµ g× ? 

TÝnh chÊt thõa nhËn 5 

Trong mçi mÆt ph¼ng, c¸c kÕt qu¶ ®· biÕt cña h×nh häc 

ph¼ng ®Òu ®óng. 

Ta sÏ thÊy r»ng trong kh«ng gian cã nhiÒu mÆt ph¼ng kh¸c nhau. TÝnh chÊt 
thõa nhËn 5 kh¼ng ®Þnh r»ng trong bÊt k× mÆt ph¼ng nµo, ta ®Òu cã thÓ ¸p 
dông c¸c kÕt qu¶ cña h×nh häc ph¼ng. 

Trªn ®©y lµ c¸c tÝnh chÊt ®−îc thõa nhËn mµ kh«ng chøng minh. TiÕp theo 
lµ vÝ dô vÒ mét ®Þnh lÝ ®−îc chøng minh dùa vµo mét sè tÝnh chÊt ®ã. 

§Þnh lÝ 

NÕu mét ®−êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm ph©n biÖt cña mét 

mÆt ph¼ng th× mäi ®iÓm cña ®−êng th¼ng ®Òu n»m trong 

mÆt ph¼ng ®ã. 

Chøng minh. Gi¶ sö A vµ B lµ hai ®iÓm ph©n biÖt cña mÆt ph¼ng (P),  lµ 
®−êng th¼ng ®i qua A vµ B. 

Theo tÝnh chÊt thõa nhËn 5, trong mÆt ph¼ng (P) cã mét ®−êng th¼ng ' ®i 

qua A vµ B. Theo tÝnh chÊt thõa nhËn 1 th×  trïng víi ', do ®ã  n»m 
trong mp(P).                      

NÕu ®−êng th¼ng a n»m trong mÆt ph¼ng (P) th× ta cßn nãi a n»m trªn (P), 

hoÆc (P) ®i qua a, hoÆc (P) chøa a vµ kÝ hiÖu lµ a  (P), hoÆc (P)  a. 

?3  Muèn x¸c ®Þnh giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt th× ta ph¶i t×m bao 

nhiªu ®iÓm chung cña chóng ? 

4 

Trong mp(P) cho tø gi¸c låi ABCD cã c¸c c¹nh AB vµ CD kh«ng song song ; ngoµi 

mp(P) cho mét ®iÓm S. H·y t×m giao tuyÕn cña : 

a) Hai mÆt ph¼ng (SAC) vµ (SBD) ; 

b) Hai mÆt ph¼ng (SAB) vµ (SCD). 

 

 

 

 

 

H×nh 38 
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VÝ dô 1 

Cho bèn ®iÓm O, A, B, C, kh«ng ®ång ph¼ng. Trªn c¸c ®−êng th¼ng OA, 

OB, OC lÇn l−ît lÊy c¸c ®iÓm A', B', C' kh¸c O sao cho c¸c ®−êng th¼ng 

sau ®©y c¾t nhau : BC vµ B'C', CA vµ C'A', AB vµ A'B'. 

a) H·y x¸c ®Þnh giao ®iÓm cña mçi ®−êng th¼ng A'B', B'C', C'A' víi mp(ABC). 

b) Chøng minh r»ng c¸c giao ®iÓm trªn th¼ng hµng. 

Gi¶i (h.39) 

a) Gi¶ sö ®−êng th¼ng A'B' c¾t ®−êng 
th¼ng AB t¹i ®iÓm H. Khi ®ã ®iÓm H 
thuéc c¶ hai ®−êng th¼ng A'B' vµ AB. 
MÆt kh¸c, ®−êng th¼ng AB n»m trong 
mp(ABC) nªn H chÝnh lµ giao ®iÓm 
cña ®−êng th¼ng A'B' víi mp(ABC). 

Gäi I, J lÇn l−ît lµ giao ®iÓm cña c¸c 
®−êng th¼ng B'C' vµ BC, C'A' vµ CA 
th× I, J theo thø tù chÝnh lµ giao ®iÓm 
cña B'C', C'A' víi mp(ABC). 

b) Theo c©u a), ta cã H, I, J lÇn l−ît 
thuéc c¸c ®−êng th¼ng A'B', B'C', 
C'A' nªn chóng cïng thuéc 
mp(A'B'C'). MÆt kh¸c H, I, J cïng thuéc mp(ABC). Theo tÝnh chÊt thõa 
nhËn 4, ba ®iÓm H, I, J thuéc giao tuyÕn  cña hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt 
(A'B'C') vµ (ABC) nªn chóng ph¶i th¼ng hµng.           

    Chó ý 1  
Qua vÝ dô trªn, ta thÊy : 

 Muèn t×m giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng d víi mÆt ph¼ng (P), ta 
t×m mét ®−êng th¼ng nµo ®ã n»m trªn (P) mµ c¾t d. Khi ®ã, giao 
®iÓm cña hai ®−êng th¼ng nµy lµ giao ®iÓm cÇn t×m.  

 Muèn chøng minh c¸c ®iÓm th¼ng hµng, ta cã thÓ chøng tá 
r»ng chóng lµ nh÷ng ®iÓm chung cña hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt. 

3. §iÒu kiÖn x¸c ®Þnh mÆt ph¼ng 

Ta ®· biÕt r»ng : Cã mét vµ chØ mét mÆt ph¼ng ®i qua ba ®iÓm kh«ng th¼ng 
hµng (tÝnh chÊt thõa nhËn 2) (h.40). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 39 
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§iÒu nµy cã nghÜa lµ 

Mét mÆt ph¼ng ®−îc x¸c ®Þnh nÕu biÕt nã ®i qua ba ®iÓm 
kh«ng th¼ng hµng. 

MÆt kh¸c, nÕu ®−êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm ph©n biÖt cña mét mÆt ph¼ng 
th× n»m trªn mÆt ph¼ng Êy. Tõ ®ã vµ tõ ®iÒu kiÖn x¸c ®Þnh mÆt ph¼ng nãi 
trªn, ta cßn suy ra (h.41, h.42) : 

Mét mÆt ph¼ng ®−îc x¸c ®Þnh nÕu biÕt nã ®i qua mét ®−êng 
th¼ng vµ mét ®iÓm kh«ng thuéc ®−êng th¼ng ®ã. 

Mét mÆt ph¼ng ®−îc x¸c ®Þnh nÕu biÕt nã ®i qua hai ®−êng 
th¼ng c¾t nhau. 

 

 

      H×nh 40       H×nh 41        H×nh 42 

KÝ hiÖu 

 MÆt ph¼ng ®i qua ®−êng th¼ng a vµ ®iÓm A kh«ng n»m trªn a ®−îc kÝ 
hiÖu lµ mp(a, A) hoÆc mp(A, a). 

 MÆt ph¼ng ®i qua hai ®−êng th¼ng c¾t nhau a vµ b ®−îc kÝ hiÖu lµ mp(a, b). 

4. H×nh chãp vμ h×nh tø diÖn 

H×nh chãp 

C¸c kim tù th¸p Ai CËp lµ c«ng tr×nh kiÕn tróc hïng vÜ ®· ®−îc x©y dùng 
c¸ch ®©y gÇn 4500 n¨m (h.43). Chóng gåm nhiÒu h×nh chãp. Sau ®©y 
chóng ta sÏ nãi vÒ h×nh chãp vµ c¸c tÝnh chÊt cña nã. 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 43. Kim tù th¸p Ai CËp 
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Tr−íc hÕt ta quy −íc : Tõ nay, khi nãi ®Õn "tam gi¸c", ta cã thÓ hiÓu lµ 
h×nh gåm ba c¹nh cña nã hoÆc lµ h×nh gåm ba c¹nh vµ c¸c ®iÓm n»m trong 
tam gi¸c ®ã. §èi víi ®a gi¸c còng nh− thÕ. 

§Þnh nghÜa 

Cho ®a gi¸c ...1 2 nA A A  vµ mét ®iÓm S n»m ngoµi mÆt ph¼ng chøa ®a gi¸c ®ã. 
Nèi S víi c¸c ®Ønh ,1A  ,2A  ..., nA  ®Ó ®−îc n tam gi¸c : ,1 2SA A  ,2 3SA A  ..., 

.1nSA A  

H×nh gåm n tam gi¸c ®ã vµ ®a gi¸c ...1 2 nA A A  gäi lµ h×nh 
chãp vµ ®−îc kÝ hiÖu lµ . ... .1 2 nS A A A  

 

 
 
 

 

 

 

 
H×nh 44 

§iÓm S gäi lµ ®Ønh cña h×nh chãp. §a gi¸c ...1 2 nA A A  gäi lµ mÆt ®¸y cña 

h×nh chãp. C¸c c¹nh cña mÆt ®¸y gäi lµ c¸c c¹nh ®¸y cña h×nh chãp. C¸c 
®o¹n th¼ng ,1SA  ,2SA  ..., nSA  gäi lµ c¸c c¹nh bªn cña h×nh chãp. Mçi 

tam gi¸c ,1 2SA A  ,2 3SA A  ..., 1nSA A  gäi lµ mét mÆt bªn cña h×nh chãp. 

NÕu ®¸y cña h×nh chãp lµ mét tam gi¸c, tø gi¸c, ngò gi¸c, ... th× h×nh 
chãp t−¬ng øng gäi lµ h×nh chãp tam 
gi¸c, h×nh chãp tø gi¸c, h×nh chãp 
ngò gi¸c (h.44), ... 

5 

a) Cã h×nh chãp nµo mµ sè c¹nh (c¹nh bªn vµ 
c¹nh ®¸y) cña nã lµ sè lÎ kh«ng ? T¹i sao ? 

b) H×nh chãp cã 16 c¹nh th× cã bao nhiªu 
mÆt ? 

6 

Cho h×nh chãp tø gi¸c S.ABCD. Mét mÆt 

ph¼ng (P) c¾t c¸c c¹nh SA, SB, SC, SD lÇn 

l−ît t¹i A', B', C', D'. 
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Chøng minh r»ng c¸c ®−êng th¼ng A'C', B'D' vµ SO ®ång quy (O lµ giao ®iÓm cña 

hai ®−êng chÐo AC vµ BD cña ®¸y) (h.45). 

VÝ dô 2 

Cho h×nh chãp tø gi¸c S.ABCD víi hai ®−êng th¼ng AB vµ CD c¾t nhau. Gäi 

A' lµ mét ®iÓm n»m gi÷a hai ®iÓm S vµ A. H·y t×m c¸c giao tuyÕn cña 

mp(A'CD) víi c¸c mÆt ph¼ng (ABCD), (SAB), (SBC), (SCD), (SDA). 

Gi¶i (h.46) 

C¸ch 1. ¸p dông kÕt qu¶ cña ho¹t ®éng 6 
ë trªn, ta cã mÆt ph¼ng (A'CD) c¾t c¸c 
c¹nh SA, SB, SC, SD lÇn l−ît t¹i A', B', 
C, D th× B' lµ giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng 
DI víi c¹nh SB (ë ®©y I lµ giao ®iÓm cña 
hai ®−êng th¼ng SO vµ CA' ). 

Tõ ®ã dÔ thÊy : 

  (ABCD)  (A'CD)  CD ; 

   (SAB)  (A'CD)  A'B' ; 

      (SBC)  (A'CD)  CB' ; 

    (SCD)  (A'CD)  CD ; 

    (SDA)  (A'CD)  DA'. 

C¸ch 2. Gäi K lµ giao ®iÓm cña hai ®−êng th¼ng AB vµ CD th× râ rµng giao 
tuyÕn cña mp(A'CD) vµ mp(SAB) lµ ®−êng th¼ng A'K. Khi Êy giao ®iÓm B' 
cña mp(A'CD) vµ c¹nh bªn SB cña h×nh chãp chÝnh lµ giao ®iÓm cña ®−êng 
th¼ng A'K vµ SB. Tõ ®ã ta t×m ra c¸c giao tuyÕn cña c¸c mÆt ph¼ng chøa 
c¸c mÆt cßn l¹i cña h×nh chãp víi mp(A'CD).           

     Chó ý 2 

Tø gi¸c A'B'CD cã c¸c c¹nh n»m trªn nh÷ng giao tuyÕn cña mÆt 
ph¼ng (A'CD) víi c¸c mÆt cña h×nh chãp S.ABCD. Tø gi¸c ®ã 
®−îc gäi lµ thiÕt diÖn (hay mÆt c¾t) cña h×nh chãp S.ABCD khi 
c¾t bëi mp(A'CD). 

Nãi mét c¸ch ®¬n gi¶n : ThiÕt diÖn (hay mÆt c¾t) cña h×nh H khi c¾t bëi 
mp(P) lµ phÇn chung cña mp(P) vµ h×nh H. 
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Khi x©y dùng mét ng«i nhµ, chÕ 
t¹o mét cç m¸y, ..., ®Ó thÓ hiÖn 
h×nh d¹ng bªn trong cña chóng, 
ng−êi thiÕt kÕ ®· dïng nh÷ng 
mÆt ph¼ng c¾t ®Ó m« t¶ nh÷ng 
thiÕt diÖn cña chóng trªn b¶n vÏ 
(h.47). 

 

 
 
 

 

  H×nh 47. ThiÕt diÖn cña th©n m¸y  

H×nh tø diÖn 

Cho bèn ®iÓm A, B, C, D kh«ng ®ång ph¼ng. H×nh gåm bèn tam gi¸c ABC, 
ACD, ABD vµ BCD gäi lµ h×nh tø diÖn (hay ng¾n gän lµ tø diÖn) vµ ®−îc 
kÝ hiÖu lµ ABCD. C¸c ®iÓm A, B, C, D gäi lµ c¸c ®Ønh cña tø diÖn. C¸c 
®o¹n th¼ng AB, BC, CD, DA, CA, BD gäi lµ c¸c c¹nh cña tø diÖn. Hai c¹nh 
kh«ng cã ®iÓm chung gäi lµ hai c¹nh ®èi diÖn. C¸c tam gi¸c ABC, ACD, 
ABD, BCD gäi lµ c¸c mÆt cña tø diÖn. §Ønh kh«ng n»m trªn mét mÆt gäi lµ 
®Ønh ®èi diÖn víi mÆt ®ã. 

?4  Mét tø diÖn ABCD cã thÓ coi lµ h×nh chãp tam gi¸c b»ng bao nhiªu c¸ch ? 

H·y nãi cô thÓ mçi c¸ch. 

§Æc biÖt, h×nh tø diÖn cã bèn mÆt lµ nh÷ng tam gi¸c ®Òu ®−îc gäi lµ h×nh 
tø diÖn ®Òu. 

?5  C¸c c¹nh cña h×nh tø diÖn ®Òu cã b»ng nhau hay kh«ng ? 

C©u hái vµ bµi tËp 

1. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

a) Cã duy nhÊt mét mÆt ph¼ng ®i qua ba ®iÓm cho tr−íc ; 

b) Cã duy nhÊt mét mÆt ph¼ng ®i qua ba ®iÓm kh«ng th¼ng hµng cho tr−íc ; 

c) Ba ®iÓm kh«ng th¼ng hµng cïng thuéc mét mÆt ph¼ng duy nhÊt. 
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2. Em h·y gi¶i thÝch v× sao c¸c ®å vËt cã bèn ch©n nh− bµn, ghÕ, ... th−êng dÔ 
bÞ cËp kªnh. 

3. Víi mét c¸i th−íc th¼ng, lµm thÕ nµo ®Ó ph¸t hiÖn mét mÆt bµn cã ph¼ng 
hay kh«ng ? Nãi râ c¨n cø vµo ®©u mµ ta lµm nh− vËy. 

4. Cho hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) c¾t nhau theo giao tuyÕn . Trªn (P) cho 
®−êng th¼ng a vµ trªn (Q) cho ®−êng th¼ng b. Chøng minh r»ng nÕu a vµ b 
c¾t nhau th× giao ®iÓm ph¶i n»m trªn . 

5. Cho mÆt ph¼ng (P) vµ ba ®iÓm kh«ng th¼ng hµng A, B, C cïng n»m ngoµi 
(P). Chøng minh r»ng nÕu ba ®−êng th¼ng AB, BC, CA ®Òu c¾t mp(P) th× 
c¸c giao ®iÓm ®ã th¼ng hµng. 

6. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

a) Cã duy nhÊt mét mÆt ph¼ng ®i qua mét ®iÓm vµ mét ®−êng th¼ng cho tr−íc ; 

b) Cã duy nhÊt mét mÆt ph¼ng ®i qua mét ®iÓm vµ mét ®−êng th¼ng chøa 
®iÓm ®ã ; 

c) Cã duy nhÊt mét mÆt ph¼ng ®i qua mét ®iÓm vµ mét ®−êng th¼ng kh«ng 
chøa ®iÓm ®ã. 

7. H·y t×m mÖnh ®Ò ®óng trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y : 

a) Cã mét mÆt ph¼ng duy nhÊt ®i qua hai ®−êng th¼ng cho tr−íc ; 

b) Cã mét mÆt ph¼ng duy nhÊt ®i qua hai ®−êng th¼ng c¾t nhau cho tr−íc ; 

c) Cã duy nhÊt mét mÆt ph¼ng ®i qua hai ®−êng th¼ng mµ hai ®−êng th¼ng 
®ã lÇn l−ît n»m trªn hai mÆt ph¼ng c¾t nhau. 

8. Cho hai ®−êng th¼ng a vµ b c¾t nhau. Mét ®−êng th¼ng c c¾t c¶ a vµ b. Cã 
thÓ kÕt luËn r»ng ba ®−êng th¼ng a, b, c cïng n»m trong mét mÆt ph¼ng 
hay kh«ng ? 

9. Cho ba ®−êng th¼ng a, b, c kh«ng cïng n»m trong mét mÆt ph¼ng sao cho 
chóng ®«i mét c¾t nhau. Chøng minh r»ng chóng ®ång quy. 

10. Cho hai ®−êng th¼ng a vµ b c¾t nhau t¹i ®iÓm O vµ ®−êng th¼ng c c¾t 
mp(a, b) ë ®iÓm I kh¸c O. Gäi M lµ ®iÓm di ®éng trªn c vµ kh¸c I. Chøng 
minh r»ng giao tuyÕn cña c¸c mÆt ph¼ng (M, a), (M, b) n»m trªn mét mÆt 
ph¼ng cè ®Þnh. 

11. Cho h×nh b×nh hµnh ABCD n»m trong mÆt ph¼ng (P) vµ mét ®iÓm S n»m 
ngoµi mp(P). Gäi M lµ ®iÓm n»m gi÷a S vµ A ; N lµ ®iÓm n»m gi÷a S vµ B ; 
giao ®iÓm cña hai ®−êng th¼ng AC vµ BD lµ O. 
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a) T×m giao ®iÓm cña mÆt ph¼ng (CMN) víi ®−êng th¼ng SO. 

b) X¸c ®Þnh giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng (SAD) vµ (CMN). 

12. VÏ mét sè h×nh biÓu diÔn cña mét h×nh chãp tø gi¸c trong c¸c tr−êng hîp 
®¸y lµ tø gi¸c låi, ®¸y lµ h×nh b×nh hµnh, ®¸y lµ h×nh thang. 

13. ThiÕt diÖn cña mét h×nh tø diÖn cã thÓ lµ tam gi¸c, tø gi¸c hoÆc ngò gi¸c 
hay kh«ng ? 

14. Dïng b×a cøng c¾t vµ d¸n l¹i ®Ó thµnh : 

a) Mét tø diÖn ®Òu ; 

b) Mét h×nh chãp tø gi¸c cã ®¸y lµ h×nh vu«ng vµ c¸c mÆt bªn lµ nh÷ng 
tam gi¸c ®Òu. 

15. Cho h×nh chãp tø gi¸c S.ABCD. Ba ®iÓm A', B', C' lÇn l−ît n»m trªn ba 
c¹nh SA, SB, SC nh−ng kh«ng trïng víi S, A, B, C. X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña 
h×nh chãp khi c¾t bëi mp(A'B'C'). 

16. Cho h×nh chãp S.ABCD. Gäi M lµ mét ®iÓm n»m trong tam gi¸c SCD. 

a) T×m giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng (SBM) vµ (SAC). 

b) T×m giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng BM vµ mp(SAC). 

c) X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh chãp khi c¾t bëi mp(ABM). 

 

 

Hai  ®−ê n g  t h ¼ n g  s o n g  s o n g  

 

1. VÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a hai ®−êng th¼ng ph©n biÖt 

?1  H·y quan s¸t h×nh 48. Ta coi c¸c mÐp bµn a, c 

vµ c¹nh b cña ch©n bµn lµ c¸c ®−êng th¼ng a, 
b, c. 

a) §−êng th¼ng a vµ ®−êng th¼ng b cã cïng 

n»m trªn mét mÆt ph¼ng hay kh«ng ? 

b) Cã mÆt ph¼ng nµo chøa hai ®−êng th¼ng a vµ 
c hoÆc chøa hai ®−êng th¼ng b vµ c hay kh«ng ? 
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Nh− vËy, khi cho hai ®−êng th¼ng ph©n biÖt a 
vµ b trong kh«ng gian th× cã thÓ x¶y ra hai 
tr−êng hîp : 

a) Kh«ng cã mÆt ph¼ng nµo chøa c¶ a vµ b. 
Khi ®ã ta nãi r»ng hai ®−êng th¼ng a vµ b chÐo 

nhau (h.49). 

b) Cã mÆt ph¼ng chøa c¶ a vµ b. Khi ®ã ta nãi r»ng chóng ®ång ph¼ng. 
Trong tr−êng hîp nµy, theo kÕt qu¶ cña h×nh häc ph¼ng, cã hai kh¶ n¨ng 
x¶y ra : 

i) a vµ b kh«ng cã ®iÓm chung. Khi ®ã ta nãi r»ng chóng song song víi 

nhau (hoÆc chóng song song) vµ kÝ hiÖu a // b (h.50). 

 
 
 

H×nh 50           H×nh 51 

ii) a vµ b cã mét ®iÓm chung duy nhÊt. Khi ®ã ta nãi r»ng chóng c¾t 

nhau. NÕu ®iÓm chung cña chóng lµ I, ta nãi r»ng chóng c¾t nhau t¹i I 
hoÆc I lµ giao ®iÓm cña chóng vµ viÕt a  b  {I} hoÆc a  b  I (h.51). 

§Þnh nghÜa 

Hai ®−êng th¼ng gäi lµ ®ång ph¼ng nÕu chóng cïng n»m trong 

mét mÆt ph¼ng. 

Hai ®−êng th¼ng gäi lµ chÐo nhau nÕu chóng kh«ng ®ång ph¼ng. 

Hai ®−êng th¼ng gäi lµ song song nÕu chóng ®ång ph¼ng vµ 

kh«ng cã ®iÓm chung. 

1 

Cho tø diÖn ABCD. H·y xÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a hai ®−êng th¼ng AB vµ CD. 

2 

Cho hai ®−êng th¼ng a vµ b chÐo nhau. Cã hay kh«ng hai ®−êng th¼ng p, q song 

song víi nhau, mçi ®−êng ®Òu c¾t c¶ a vµ b ? 

2. Hai ®−êng th¼ng song song 

Dùa vµo tiªn ®Ò ¥-clÝt vÒ ®−êng th¼ng song song trong mÆt ph¼ng, ta cã 
thÓ chøng minh ®−îc c¸c tÝnh chÊt sau ®©y 
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TÝnh chÊt 1 

Trong kh«ng gian, qua mét ®iÓm n»m ngoµi mét ®−êng th¼ng, 

cã mét vµ chØ mét ®−êng th¼ng song song víi ®−êng th¼ng ®ã. 

TÝnh chÊt 2 

Hai ®−êng th¼ng ph©n biÖt cïng song song víi mét ®−êng 

th¼ng thø ba th× song song víi nhau. 

Gi¶ sö (P), (Q), (R) lµ ba mÆt ph¼ng ®«i mét c¾t nhau theo ba giao tuyÕn ph©n 
biÖt a, b, c, trong ®ã : a  (P)  (R), b  (Q)  (R), c  (P)  (Q) (h.52). 
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?2  Cã nh÷ng vÞ trÝ t−¬ng ®èi nµo gi÷a hai giao tuyÕn a vµ b ? 

3 

Dïng kÕt qu¶ bµi tËp 4 cña §1, h·y chøng tá r»ng ba giao tuyÕn a, b, c hoÆc ®ång 
quy hoÆc ®«i mét song song. 

Tõ ®ã ta cã ®Þnh lÝ sau ®©y : 

§Þnh lÝ (vÒ giao tuyÕn cña ba mÆt ph¼ng) 

NÕu ba mÆt ph¼ng ®«i mét c¾t nhau theo ba giao tuyÕn ph©n 

biÖt th× ba giao tuyÕn Êy hoÆc ®ång quy hoÆc ®«i mét song song. 

HÖ qu¶ 

NÕu hai mÆt ph¼ng c¾t nhau lÇn l−ît ®i qua hai ®−êng th¼ng 

song song th× giao tuyÕn cña chóng song song víi hai ®−êng 

th¼ng ®ã (hoÆc trïng víi mét trong hai ®−êng th¼ng ®ã). 

4 

H·y sö dông ®Þnh lÝ vÒ giao tuyÕn cña ba mÆt ph¼ng ®Ó chøng minh hÖ qu¶ trªn. 



 54 

3. Mét sè vÝ dô 

VÝ dô 1. Cho tø diÖn ABCD. Gäi M, N, 

P, Q, R, S lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña c¸c 

®o¹n th¼ng AB, CD, BC, DA, AC, BD. 

Chøng minh ba ®o¹n th¼ng MN, PQ vµ 

RS ®ång quy t¹i trung ®iÓm G cña mçi 

®o¹n. §iÓm G ®ã gäi lµ träng t©m cña tø 
diÖn ABCD ®· cho (h.53).  

Gi¶i 

V× MP lµ ®−êng trung b×nh cña tam gi¸c 
ABC, NQ lµ ®−êng trung b×nh cña tam 
gi¸c ADC nªn MP // AC, NQ // AC, 

,1

2
MP AC  .1

2
NQ AC  VËy MP // NQ vµ MP  NQ, do ®ã tø gi¸c 

MPNQ lµ h×nh b×nh hµnh. Tõ ®ã, ta suy ra c¸c ®o¹n th¼ng MN vµ PQ c¾t 
nhau t¹i trung ®iÓm cña mçi ®o¹n. 

Chøng minh t−¬ng tù, c¸c ®o¹n th¼ng MN vµ RS còng c¾t nhau t¹i trung 
®iÓm cña mçi ®o¹n. VËy, ba ®o¹n th¼ng MN, PQ, RS ®ång quy t¹i trung 
®iÓm G cña mçi ®o¹n th¼ng ®ã.                

VÝ dô 2. Cho h×nh chãp S.ABCD cã ®¸y lµ h×nh b×nh hµnh. 

a) T×m giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng (SAB) vµ (SCD). 

b) X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh chãp S.ABCD khi c¾t bëi mÆt ph¼ng (MBC), 
trong ®ã M lµ mét ®iÓm n»m gi÷a hai ®iÓm S vµ A. 

Gi¶i (h.54) 

a) mp(SAB) vµ mp(SCD) cã ®iÓm 
chung S vµ lÇn l−ît ®i qua hai ®−êng 
th¼ng song song AB vµ CD nªn chóng 
c¾t nhau theo giao tuyÕn  ®i qua S vµ 
song song víi AB vµ CD. 

b) mp(MBC) vµ mp(SAD) lÇn l−ît ®i 
qua hai ®−êng th¼ng song song BC vµ 
AD vµ cã ®iÓm chung M nªn giao 
tuyÕn cña chóng lµ ®−êng th¼ng MN 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 53 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 54 



 55 

song song víi AD (N  SD). VËy thiÕt diÖn cña h×nh chãp S.ABCD khi c¾t 
bëi mp(MBC) lµ h×nh thang MNCB.              

C©u hái vµ bµi tËp 

17. T×m mÖnh ®Ò ®óng trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y : 

a) Hai ®−êng th¼ng chÐo nhau th× kh«ng cã ®iÓm chung ; 

b) Hai ®−êng th¼ng kh«ng cã ®iÓm chung th× chÐo nhau ; 

c) Hai ®−êng th¼ng kh«ng song song th× chÐo nhau ; 

d) Hai ®−êng th¼ng ph©n biÖt kh«ng c¾t nhau vµ kh«ng song song th× chÐo nhau. 

18. Cho tø diÖn ABCD. Gäi M, N lµ hai ®iÓm ph©n biÖt cïng thuéc ®−êng 
th¼ng AB ; P, Q lµ hai ®iÓm ph©n biÖt cïng thuéc ®−êng th¼ng CD. XÐt vÞ 
trÝ t−¬ng ®èi cña hai ®−êng th¼ng MQ, NP vµ vÞ trÝ t−¬ng ®èi cña hai 
®−êng th¼ng MP, NQ. 

19. Cho tø diÖn ABCD. Bèn ®iÓm P, Q, R, S lÇn l−ît n»m trªn bèn c¹nh AB, 
BC, CD, DA vµ kh«ng trïng víi c¸c ®Ønh cña tø diÖn. Chøng minh r»ng 

a) Bèn ®iÓm P, Q, R, S ®ång ph¼ng khi vµ chØ khi ba ®−êng th¼ng PQ, RS, 
AC hoÆc ®«i mét song song hoÆc ®ång quy ; 

b) Bèn ®iÓm P, Q, R, S ®ång ph¼ng khi vµ chØ khi ba ®−êng th¼ng PS, RQ, 
BD hoÆc ®«i mét song song hoÆc ®ång quy. 

20. Cho tø diÖn ABCD vµ ba ®iÓm P, Q, R lÇn l−ît n»m trªn ba c¹nh AB, CD, 
BC. H·y x¸c ®Þnh giao ®iÓm S cña mp(PQR) víi c¹nh AD nÕu : 

a) PR // AC ;          b) PR c¾t AC. 

21. Cho tø diÖn ABCD. C¸c ®iÓm P, Q lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña AB vµ CD ; 
®iÓm R n»m trªn c¹nh BC sao cho BR  2RC. Gäi S lµ giao ®iÓm cña 
mp(PQR) vµ c¹nh AD. Chøng minh r»ng AS  2SD. 

22. Gäi G lµ träng t©m cña tø diÖn ABCD. 

a) Chøng minh r»ng ®−êng th¼ng ®i qua G vµ mét ®Ønh cña tø diÖn sÏ ®i 
qua träng t©m cña mÆt ®èi diÖn víi ®Ønh Êy. 

b) Gäi A' lµ träng t©m cña mÆt BCD. Chøng minh r»ng GA  3GA'. 
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§−ê n g  t h ¼ n g  s o n g  s o n g  
víi  mÆt ph¼ng 

 

1. VÞ trÝ t−¬ng ®èi gi÷a ®−êng th¼ng vμ mÆt ph¼ng 

Cho mét ®−êng th¼ng a vµ mét mÆt ph¼ng (P). Ta thÊy cã ba tr−êng hîp 
sau ®©y x¶y ra : 

a) §−êng th¼ng a vµ mp(P) cã hai ®iÓm chung ph©n biÖt. Khi ®ã, theo ®Þnh 
lÝ ë §1, ®−êng th¼ng a n»m trªn mp(P), tøc lµ a  mp(P) (h.55a). 

b) §−êng th¼ng a vµ mp(P) cã mét ®iÓm chung duy nhÊt A. Khi ®ã ta nãi a 
vµ (P) c¾t nhau t¹i A vµ viÕt a  (P)  {A} hoÆc a  (P)  A (h.55b). 

c) §−êng th¼ng a vµ mp(P) kh«ng cã ®iÓm chung nµo c¶. Khi ®ã ta nãi 
r»ng ®−êng th¼ng a song song víi mÆt ph¼ng (P), hoÆc mÆt ph¼ng (P) song 

song víi ®−êng th¼ng a, hoÆc a vµ (P) song song víi nhau, vµ viÕt 
a // (P) hoÆc (P) // a (h.55c). 
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VËy ta cã ®Þnh nghÜa sau ®©y 

§Þnh nghÜa 

Mét ®−êng th¼ng vµ mét mÆt ph¼ng gäi lµ song song víi nhau 
nÕu chóng kh«ng cã ®iÓm chung. 

2. §iÒu kiÖn ®Ó mét ®−êng th¼ng song song víi mét mÆt ph¼ng 

NhËn xÐt 

Cho ®−êng th¼ng b n»m trong mp(P) vµ mét ®−êng th¼ng a song song víi b. 
LÊy mét ®iÓm I tuú ý trªn a. Khi ®ã, nÕu I thuéc (P) th× a n»m trong (P) ; 
nÕu I kh«ng thuéc (P) th× a song song víi (P) (h.56). 

3 
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VËy ta cã ®Þnh lÝ sau ®©y 

§Þnh lÝ 1 

NÕu ®−êng th¼ng a kh«ng n»m trªn mÆt ph¼ng (P) vµ song 

song víi mét ®−êng th¼ng nµo ®ã n»m trªn (P) th× a song 

song víi (P). 

3. TÝnh chÊt 

Cho ®−êng th¼ng a song song víi mÆt ph¼ng (P). Khi ®ã, ®−êng th¼ng a cã 
song song víi ®−êng th¼ng nµo n»m trªn (P) hay kh«ng ? §Þnh lÝ sau ®©y 
gióp ta thÊy râ ®iÒu ®ã. 

§Þnh lÝ 2 

NÕu ®−êng th¼ng a song song víi mÆt ph¼ng (P) th× mäi mÆt 

ph¼ng (Q) chøa a mµ c¾t (P) th× c¾t theo giao tuyÕn song 

song víi a. 

1 (§Ó chøng minh ®Þnh lÝ 2) 

H·y vÏ qua a mét mÆt ph¼ng (Q) c¾t mÆt 

ph¼ng (P) theo giao tuyÕn b råi dïng 

ph−¬ng ph¸p ph¶n chøng ®Ó chøng minh 

b song song víi a (h.57). 

HÖ qu¶ 1 

NÕu mét ®−êng th¼ng song song víi mét mÆt ph¼ng th× nã 

song song víi mét ®−êng th¼ng nµo ®ã trong mÆt ph¼ng. 

 
 
 

 

H×nh 57 



 58 

HÖ qu¶ 2 

NÕu hai mÆt ph¼ng c¾t nhau cïng song song víi mét ®−êng 

th¼ng th× giao tuyÕn cña chóng còng song song víi ®−êng 

th¼ng ®ã. 

2 (§Ó chøng minh hÖ qu¶ 2) 

Cho hai mÆt ph¼ng (P), (Q) cïng song song víi mét 

®−êng th¼ng a vµ (P)  (Q)  b. LÊy mét ®iÓm M n»m 

trªn b. H·y chøng minh r»ng c¸c giao tuyÕn cña mp(M, a) 
víi hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) ®Òu trïng víi b vµ tõ ®ã 

suy ra kÕt luËn cña hÖ qu¶ (h.58). 

§Þnh lÝ 3 

NÕu a vµ b lµ hai ®−êng th¼ng chÐo nhau th× cã duy nhÊt 

mét mÆt ph¼ng chøa a vµ song song víi b. 

Chøng minh  

LÊy mét ®iÓm M n»m trªn a. KÎ qua M mét 
®−êng th¼ng b' song song víi b (h.59). Khi 
®ã, theo ®Þnh lÝ 1, hai ®−êng th¼ng a vµ b' 
x¸c ®Þnh mp(P) song song víi b. 

NÕu cã mÆt ph¼ng (Q) kh¸c (P) còng ®i qua 
a vµ song song víi b th× theo hÖ qu¶ 2, a lµ 
giao tuyÕn cña (P) vµ (Q) nªn a // b, tr¸i 
víi gi¶ thiÕt. VËy mp(P) lµ duy nhÊt.   

VÝ dô 

Cho tø diÖn ABCD. Gäi M lµ mét ®iÓm n»m trªn c¹nh AB (M kh¸c A vµ B). 
Gi¶ sö (P) lµ mÆt ph¼ng qua M song song víi c¸c ®−êng th¼ng AC vµ BD. 
H·y x¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh tø diÖn ABCD khi c¾t bëi mÆt ph¼ng (P). 
ThiÕt diÖn lµ h×nh g× ? 

Gi¶i (h.60) 

Tõ M kÎ ®−êng th¼ng song song víi AC c¾t BC t¹i N vµ kÎ ®−êng th¼ng 
song song víi BD c¾t AD t¹i F. Khi Êy, (P) chÝnh lµ mp(MNF). Gäi E lµ 
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giao ®iÓm cña (P) víi CD th× thiÕt diÖn lµ tø 
gi¸c MNEF. V× ®−êng th¼ng MN song song víi 
mp(ACD) nªn mp(P) qua MN c¾t mp(ACD) 
theo giao tuyÕn EF song song víi MN. T−¬ng 
tù, NE song song víi MF. VËy thiÕt diÖn cÇn 
t×m lµ h×nh b×nh hµnh MNEF.         

 
 

 
 

C©u hái vµ bµi tËp 

23. Cho hai ®−êng th¼ng a vµ b cïng song song víi mp(P). MÖnh ®Ò nµo ®óng 
trong c¸c mÖnh ®Ò sau ? 

a) a vµ b song song víi nhau ;     b) a vµ b chÐo nhau ; 

c) a vµ b cã thÓ c¾t nhau ;      d) a vµ b trïng nhau. 

e) C¸c mÖnh ®Ò a), b), c), d) ®Òu sai. 

24. Cho mp(P) vµ hai ®−êng th¼ng song song a, b. MÖnh ®Ò nµo ®óng trong 
c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y ? 

a) NÕu (P) song song víi a th× (P) còng song song víi b ; 

b) NÕu (P) song song víi a th× (P) song song víi b hoÆc chøa b ; 

c) NÕu (P) song song víi a th× (P) chøa b ; 

d) NÕu (P) c¾t a th× (P) còng c¾t b ; 

e) NÕu (P) c¾t a th× (P) cã thÓ song song víi b ; 

f) NÕu (P) chøa a th× (P) cã thÓ song song víi b. 

25. Cho h×nh tø diÖn ABCD. Gäi M, N lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh AB 
vµ AC. 

a) XÐt vÞ trÝ t−¬ng ®èi cña ®−êng th¼ng MN vµ mp(BCD). 

b) Gäi d lµ giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng (DMN) vµ (DBC). XÐt vÞ trÝ 
t−¬ng ®èi cña d vµ mp(ABC). 

26. Khi c¾t tø diÖn b»ng mét mÆt ph¼ng th× thiÕt diÖn nhËn ®−îc cã thÓ lµ 
nh÷ng h×nh nµo sau ®©y ? 

a) H×nh thang ;    b) H×nh b×nh hµnh ;    c) H×nh thoi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 60 



 60 

27. Cho h×nh chãp S.ABCD cã ®¸y lµ tø gi¸c låi, O lµ giao ®iÓm cña hai ®−êng 
chÐo AC vµ BD. X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh chãp khi c¾t bëi mÆt ph¼ng ®i 
qua O, song song víi AB vµ SC. ThiÕt diÖn ®ã lµ h×nh g× ? 

28. Cho h×nh chãp S.ABCD cã ®¸y lµ h×nh b×nh hµnh. X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña 
h×nh chãp khi c¾t bëi mÆt ph¼ng ®i qua trung ®iÓm M cña c¹nh AB, song 
song víi BD vµ SA. 

 
 

Hai  mÆt ph¼ng song song 

 

1. VÞ trÝ t−¬ng ®èi cña hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt 

Trong kh«ng gian cho hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt (P) vµ (Q). 

?1  MÆt ph¼ng (P) vµ mÆt ph¼ng (Q) cã thÓ cã ba ®iÓm chung kh«ng th¼ng 

hµng hay kh«ng ? 

?2  NÕu hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) cã mét ®iÓm chung th× chóng cã bao nhiªu 

®iÓm chung ? C¸c ®iÓm chung ®ã cã tÝnh chÊt nh− thÕ nµo ? 

Nh− vËy khi cho hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt (P) vµ (Q), cã thÓ x¶y ra mét 
trong hai tr−êng hîp sau ®©y : 

a) (P) vµ (Q) cã ®iÓm chung. Khi ®ã ta biÕt r»ng (P) vµ (Q) c¾t nhau theo 
mét ®−êng th¼ng (h.61a). 

b) (P) vµ (Q) kh«ng cã ®iÓm chung. Trong tr−êng hîp nµy, ta nãi chóng song 

song víi nhau (hoÆc song song) (h.61b) vµ kÝ hiÖu (P) // (Q), hay (Q) // (P). 
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§Þnh nghÜa 
Hai mÆt ph¼ng gäi lµ song song nÕu chóng kh«ng cã ®iÓm chung. 

Trong thùc tÕ, chóng ta th−êng gÆp h×nh ¶nh cña nh÷ng mÆt ph¼ng song 
song : c¸c bËc cÇu thang (h.62a), hai mÆt ®èi diÖn cña hép diªm (h.62b), ... 

 

 

 

 

 
a)              b) 

H×nh 62 

2. §iÒu kiÖn ®Ó hai mÆt ph¼ng song song 

Trong kh«ng gian cho hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt (P) vµ (Q). 

?3  Kh¼ng ®Þnh sau ®©y cã ®óng kh«ng ? V× sao ? 

NÕu hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) song song víi nhau th× mäi ®−êng th¼ng 
n»m trªn (P) ®Òu song song víi (Q). 

?4  Kh¼ng ®Þnh sau ®©y cã ®óng kh«ng ? T¹i sao ? 
NÕu mäi ®−êng th¼ng n»m trong mÆt ph¼ng (P) ®Òu song song víi mÆt 
ph¼ng (Q) th× (P) song song víi (Q). 

B©y giê, nÕu chØ biÕt trong mp(P) cã hai ®−êng th¼ng c¾t nhau vµ cïng song 
song víi mp(Q) th× (P) cã song song víi (Q) hay kh«ng ? §Þnh lÝ sau ®©y tr¶ 
lêi c©u hái ®ã. 

§Þnh lÝ 1 

NÕu mÆt ph¼ng (P) chøa hai ®−êng th¼ng a, b c¾t nhau vµ 
cïng song song víi mÆt ph¼ng (Q) th× (P) song song víi (Q). 

1 (§Ó chøng minh ®Þnh lÝ 1) 

a) H·y chøng tá r»ng hai 

mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) kh«ng 
trïng nhau. 

b) Gi¶ sö (P) vµ (Q) c¾t 

nhau theo giao tuyÕn c. 

H·y chøng tá r»ng a // c, 

b // c vµ do ®ã suy ra ®iÒu 
v« lÝ (h.63). 

H×nh 63 
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3. TÝnh chÊt 

Ta biÕt r»ng : Qua mét ®iÓm n»m ngoµi mét ®−êng th¼ng, cã mét vµ chØ 
mét ®−êng th¼ng song song víi ®−êng th¼ng ®ã. B©y giê nÕu ta thay côm 
tõ "®−êng th¼ng" trong mÖnh ®Ò trªn bëi côm tõ "mÆt ph¼ng", ta còng cã 
c¸c tÝnh chÊt t−¬ng tù nh− sau : 

TÝnh chÊt 1 

Qua mét ®iÓm n»m ngoµi mét mÆt ph¼ng, cã mét vµ chØ mét 
mÆt ph¼ng song song víi mÆt ph¼ng ®ã. 

Chøng minh 

Gi¶ sö A lµ mét ®iÓm n»m ngoµi mp(Q). Trªn 
(Q), lÊy hai ®−êng th¼ng a' vµ b' c¾t nhau. Gäi a 
vµ b lµ hai ®−êng th¼ng qua A vµ lÇn l−ît song 
song víi a' vµ b' . Theo ®Þnh lÝ 1, hai ®−êng 
th¼ng a vµ b x¸c ®Þnh mp(P) song song víi 
mp(Q) (h.64). 

Gi¶ sö (P') còng lµ mét mÆt ph¼ng qua A vµ song song víi (Q). Khi ®ã, 
(P') song song víi a' vµ b', do ®ã (P') ph¶i chøa a vµ b. VËy (P) vµ (P') 
trïng nhau.                       

Tõ tÝnh chÊt trªn, ta suy ra hai hÖ qu¶ sau (h.65) 

HÖ qu¶ 1 

NÕu ®−êng th¼ng a song song víi mÆt ph¼ng (Q) th× cã duy 
nhÊt mét mÆt ph¼ng (P) chøa a vµ song song víi (Q). 

HÖ qu¶ 2 

Hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt cïng song song víi mÆt ph¼ng thø 
ba th× song song víi nhau. 
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?5  Cho mp(R) c¾t hai mÆt ph¼ng song song (P) vµ 

(Q) lÇn l−ît theo hai giao tuyÕn a vµ b. Hái a vµ 
b cã ®iÓm chung hay kh«ng ? T¹i sao ? (h.66) 

Tr¶ lêi c©u hái trªn, ta ®−îc tÝnh chÊt sau ®©y 

 
 

TÝnh chÊt 2 

NÕu hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) song song th× mäi mÆt ph¼ng 
(R) ®· c¾t (P) th× ph¶i c¾t (Q) vµ c¸c giao tuyÕn cña chóng 
song song. 

4. §Þnh lÝ Ta-lÐt (ThalÌs) trong kh«ng gian 

ë cÊp THCS, c¸c em ®· häc ®Þnh lÝ Ta-lÐt trong 
mÆt ph¼ng nãi vÒ nh÷ng ®−êng th¼ng song song. 
B©y giê chóng ta sÏ häc mét ®Þnh lÝ nãi vÒ 
nh÷ng mÆt ph¼ng song song còng mang tªn nhµ 
to¸n häc Hy L¹p : Ta-lÐt. §Þnh lÝ Êy ®−îc ph¸t 
biÓu nh− sau 

§Þnh lÝ 2 (§Þnh lÝ Ta-lÐt) 

Ba mÆt ph¼ng ®«i mét song song ch¾n ra trªn hai c¸t tuyÕn 
bÊt k× c¸c ®o¹n th¼ng t−¬ng øng tØ lÖ. 

§Þnh lÝ trªn cã nghÜa lµ : NÕu ba mÆt ph¼ng 
®«i mét song song (P), (Q), (R) c¾t hai 
®−êng th¼ng a vµ a' lÇn l−ît t¹i A, B, C vµ 
A', B', C' th× 

.AB BC CA

A'B' B'C' C'A'
   

§Ó chøng minh ®Þnh lÝ, gäi B1 lµ giao 
®iÓm cña AC' vµ mp(Q) råi ¸p dông ®Þnh 
lÝ Ta-lÐt trong mÆt ph¼ng (ACC') vµ trong 
mÆt ph¼ng (C'AA'). 
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Ta thõa nhËn ®Þnh lÝ sau ®©y, th−êng gäi lµ ®Þnh lÝ Ta-lÐt ®¶o. 

§Þnh lÝ 3 (§Þnh lÝ Ta-lÐt ®¶o) 

Gi¶ sö trªn hai ®−êng th¼ng chÐo nhau a vµ a' lÇn l−ît lÊy 
c¸c ®iÓm A, B, C vµ A', B', C' sao cho 

.AB BC CA

A'B' B'C' C'A'
   

Khi ®ã, ba ®−êng th¼ng AA', BB', CC' lÇn l−ît n»m trªn ba 
mÆt ph¼ng song song, tøc lµ chóng cïng song song víi mét 
mÆt ph¼ng. 

VÝ dô 

Cho tø diÖn ABCD. C¸c ®iÓm M, N theo thø tù ch¹y trªn c¸c c¹nh AD vµ 

BC sao cho .
MA NB

MD NC
 Chøng minh r»ng MN lu«n song song víi mét mÆt 

ph¼ng cè ®Þnh. 

Gi¶i (h.68) 

V× M, N lÇn l−ît n»m trªn c¸c ®o¹n 

th¼ng AD vµ BC sao cho 
MA NB

MD NC
  nªn 

suy ra  

.MA MD AD

NB NC BC
   

VËy theo ®Þnh lÝ Ta-lÐt ®¶o, c¸c ®−êng 
th¼ng MN, AB, CD cïng song song víi 
mét mÆt ph¼ng (P) nµo ®ã. Ta cã thÓ lÊy 
mp(P) ®i qua mét ®iÓm cè ®Þnh, song song 
víi AB vµ CD ; râ rµng (P) cè ®Þnh.   

5. H×nh l¨ng trô vμ h×nh hép 

Trong cuéc sèng hµng ngµy, ta th−êng gÆp nhiÒu ®å dïng, vËt thÓ cã h×nh 
d¹ng h×nh l¨ng trô hay h×nh hép nh− : hép diªm, hép phÊn, c©y th−íc, 
quyÓn s¸ch, ... 

§Þnh nghÜa h×nh l¨ng trô 

Cho hai mÆt ph¼ng (P) vµ (P') song song. Trªn (P) cho ®a gi¸c ... .1 2 nA A A  

Qua c¸c ®Ønh ,1A  ,2A  ..., ,nA  ta vÏ c¸c ®−êng th¼ng song song víi nhau 
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vµ lÇn l−ît c¾t mp(P') t¹i ,A'1  ,A'2  ..., 

nA'  (h.69). DÔ dµng thÊy r»ng c¸c tø 

gi¸c ,A A A' A'1 2 2 1  ,A A A' A'2 3 3 2  ..., 

n nA A A' A'1 1  lµ nh÷ng h×nh b×nh hµnh 

vµ hai ®a gi¸c ... ,1 2 nA A A  

... nA' A' A'1 2  cã c¸c c¹nh t−¬ng øng 

song song vµ b»ng nhau. 
 

H×nh hîp bëi c¸c h×nh b×nh hµnh ,A A A' A'1 2 2 1  ,A A A' A'2 3 3 2  ..., 

n nA A A' A'1 1  vµ hai ®a gi¸c ... ,1 2 nA A A  ... nA' A' A'1 2  gäi lµ h×nh 

l¨ng trô hoÆc l¨ng trô, vµ kÝ hiÖu lµ n nA A A A' A' A'1 2 1 2... . ... .  

Mçi h×nh b×nh hµnh nãi trªn gäi lµ mét mÆt bªn cña h×nh l¨ng trô. Hai ®a 

gi¸c ... ,1 2 nA A A  ... nA' A' A'1 2  gäi lµ hai mÆt ®¸y cña h×nh l¨ng trô. C¸c c¹nh 

cña hai ®a gi¸c ®ã gäi lµ c¸c c¹nh ®¸y ; c¸c ®o¹n th¼ng ,A A'1 1  ,A A'2 2  ..., 

n nA A'  gäi lµ c¸c c¹nh bªn cña h×nh l¨ng trô. C¸c ®Ønh cña hai mÆt ®¸y gäi 

lµ c¸c ®Ønh cña h×nh l¨ng trô. 

NÕu ®¸y cña h×nh l¨ng trô lµ tam gi¸c, tø gi¸c, ngò gi¸c th× l¨ng trô t−¬ng 
øng ®−îc gäi lµ l¨ng trô tam gi¸c, l¨ng trô tø gi¸c, l¨ng trô ngò gi¸c 
(h.70). 

 

 

 

 

 

 

     a) L¨ng trô tam gi¸c       b) L¨ng trô tø gi¸c       c) L¨ng trô ngò gi¸c 

H×nh 70 

Sau ®©y, ta sÏ giíi thiÖu mét d¹ng ®Æc biÖt cña h×nh l¨ng trô, ®ã lµ h×nh hép. 

H×nh l¨ng trô cã ®¸y lµ h×nh b×nh hµnh ®−îc gäi lµ h×nh hép. 
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Nh− vËy, h×nh hép cã s¸u mÆt (bèn mÆt bªn vµ hai mÆt ®¸y) ®Òu lµ nh÷ng 
h×nh b×nh hµnh (h.71). Mçi mÆt cã mét mÆt song song víi nã. Hai mÆt nh− 
thÕ gäi lµ hai mÆt ®èi diÖn. 

?6  Cã thÓ xem hai mÆt ®èi diÖn nµo ®ã cña h×nh hép lµ hai mÆt ®¸y cña nã 

hay kh«ng ? 

H×nh hép cã t¸m ®Ønh, hai ®Ønh cña h×nh hép gäi lµ hai ®Ønh ®èi diÖn nÕu 
chóng kh«ng cïng n»m trªn mét mÆt nµo. §o¹n th¼ng nèi hai ®Ønh ®èi diÖn 
gäi lµ ®−êng chÐo cña h×nh hép. 

H×nh 71 cho ta thÊy h×nh hép 
ABCD.A'B'C'D' cã c¸c cÆp ®Ønh ®èi diÖn lµ 
A vµ C', B vµ D', C vµ A', D vµ B', vµ cã 
c¸c ®−êng chÐo lµ AC', BD', CA', DB'. 

H×nh hép cã m−êi hai c¹nh chia lµm ba 
nhãm, mçi nhãm gåm cã bèn c¹nh song 
song vµ b»ng nhau. Hai c¹nh gäi lµ hai 
c¹nh ®èi diÖn nÕu chóng song song 
nh−ng kh«ng cïng n»m trªn bÊt k× mét 
mÆt nµo cña h×nh hép. 

2 

Chøng tá r»ng bèn ®−êng chÐo cña h×nh hép c¾t nhau t¹i trung ®iÓm cña mçi 

®−êng. §iÓm c¾t nhau ®ã gäi lµ t©m cña h×nh hép. 

6. H×nh chãp côt 

§Þnh nghÜa 

Cho h×nh chãp . ...1 2 nS A A A  vµ mét mÆt ph¼ng 

(P) kh«ng qua ®Ønh, song song víi mÆt ph¼ng 
®¸y, c¾t c¸c c¹nh ,1SA  ,2SA  ..., nSA  lÇn l−ît 

t¹i ,A'1  ,2A'  ..., .nA'  H×nh hîp bëi thiÕt diÖn 

... nA' A' A'1 2  vµ ®¸y ...1 2 nA A A  cña h×nh chãp 

cïng víi c¸c tø gi¸c ,A' A' A A1 2 2 1  ,2 3 3 2A' A' A A  

..., n nA' A' A A1 1  gäi lµ mét h×nh chãp côt, kÝ 

hiÖu lµ ... . ...n nA' A' A' A A A1 2 1 2  (h.72). 

§¸y cña h×nh chãp gäi lµ ®¸y lín cña h×nh 
chãp côt, cßn thiÕt diÖn ... nA' A' A'1 2  gäi lµ 
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®¸y nhá cña h×nh chãp côt. C¸c tø gi¸c ,1 2 2 1A' A' A A  ,2 3 3 2A' A' A A  ..., 

1 1n nA' A' A A  gäi lµ c¸c mÆt bªn cña h×nh chãp côt. C¸c ®o¹n th¼ng ,1 1A A'  

,2 2A A'  ..., n nA A'  gäi lµ c¸c c¹nh bªn cña h×nh chãp côt. 

Tuú theo ®¸y lµ tam gi¸c, tø gi¸c, ngò gi¸c, ..., ta cã h×nh chãp côt tam 
gi¸c, h×nh chãp côt tø gi¸c, h×nh chãp côt ngò gi¸c, ... 

TÝnh chÊt 

V× h×nh chãp côt ®−îc c¾t ra tõ mét h×nh chãp nªn ta dÔ dµng suy ra tÝnh 
chÊt sau ®©y 

H×nh chãp côt cã : 

a) Hai ®¸y lµ hai ®a gi¸c cã c¹nh t−¬ng øng song song vµ tØ 
sè c¸c c¹nh t−¬ng øng b»ng nhau. 

b) C¸c mÆt bªn lµ nh÷ng h×nh thang. 

c) C¸c ®−êng th¼ng chøa c¸c c¹nh bªn ®ång quy t¹i mét ®iÓm. 

C©u hái vµ bµi tËp 

29. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 
a) Hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt cïng song song víi mét ®−êng th¼ng th× song 
song víi nhau ; 
b) Hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt cïng song song víi mét mÆt ph¼ng th× song 
song víi nhau ; 
c) NÕu hai mÆt ph¼ng song song th× mäi ®−êng th¼ng n»m trªn mÆt ph¼ng 
nµy ®Òu song song víi mÆt ph¼ng kia ; 
d) NÕu hai mÆt ph¼ng song song th× mçi ®−êng th¼ng n»m trªn mÆt ph¼ng 
nµy ®Òu song song víi mäi ®−êng th¼ng n»m trªn mÆt ph¼ng kia ; 
e) NÕu hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt lÇn l−ît ®i qua hai ®−êng th¼ng song song 
th× song song víi nhau ; 
f) NÕu mét ®−êng th¼ng c¾t mét trong hai mÆt ph¼ng song song th× c¾t mÆt 
ph¼ng cßn l¹i. 

30. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 
a) H×nh hép lµ mét h×nh l¨ng trô ; 
b) H×nh l¨ng trô cã tÊt c¶ c¸c c¹nh song song ; 
c) H×nh l¨ng trô cã tÊt c¶ c¸c mÆt bªn b»ng nhau ; 
d) H×nh l¨ng trô cã c¸c mÆt bªn lµ h×nh b×nh hµnh ; 
e) H×nh hép cã c¸c mÆt ®èi diÖn b»ng nhau. 
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31. Cho hai ®−êng th¼ng chÐo nhau. Chøng minh r»ng cã ®óng hai mÆt ph¼ng 
song song víi nhau lÇn l−ît ®i qua hai ®−êng th¼ng ®ã. 

32. Cho hai ®−êng th¼ng chÐo nhau a vµ b lÇn l−ît n»m trªn hai mÆt ph¼ng 
song song (P) vµ (Q). Chøng minh r»ng nÕu ®iÓm M kh«ng n»m trªn (P) 
vµ kh«ng n»m trªn (Q) th× cã duy nhÊt mét ®−êng th¼ng ®i qua M c¾t c¶ a 
vµ b. 

33. Trong mÆt ph¼ng (P) cho h×nh b×nh hµnh ABCD. Qua A, B, C, D lÇn l−ît vÏ 
bèn ®−êng th¼ng a, b, c, d ®«i mét song song víi nhau vµ kh«ng n»m trªn 
(P). Mét mÆt ph¼ng c¾t a, b, c, d lÇn l−ît t¹i bèn ®iÓm A', B', C', D'. Chøng 
minh r»ng A'B'C'D' lµ h×nh b×nh hµnh. 

34. Cho tø diÖn ABCD. Gäi M lµ trung ®iÓm cña AB. Hái mÆt ph¼ng (P) qua 
®iÓm M, song song víi c¶ AD vµ BC cã ®i qua trung ®iÓm N cña CD 
kh«ng ? T¹i sao ? 

35. Cho hai ®iÓm M, N lÇn l−ît thay ®æi trªn hai mÆt ph¼ng song song (P) vµ 

(Q). T×m tËp hîp c¸c ®iÓm I thuéc ®o¹n th¼ng MN sao cho ,IM
k

IN
  k  0 

cho tr−íc. 

36. Cho h×nh l¨ng trô tam gi¸c ABC.A'B'C'. Gäi H lµ trung ®iÓm cña c¹nh A'B'. 
a) Chøng minh r»ng ®−êng th¼ng CB' song song víi mp(AHC'). 
b) T×m giao tuyÕn d cña hai mÆt ph¼ng (AB'C') vµ (A'BC). Chøng minh 
r»ng d song song víi mp(BB'C'C). 
c) X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh l¨ng trô ABC.A'B'C' khi c¾t bëi mp(H, d). 

37. Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D'. Chøng minh r»ng 
a) mp(BDA') // mp(B'D'C) ; 

b) §−êng chÐo AC' ®i qua c¸c träng t©m ,1G  2G  cña hai tam gi¸c BDA' 

vµ B'D'C ; 

c) 1G  vµ 2G  chia ®o¹n AC' thµnh ba phÇn b»ng nhau ; 

d) C¸c trung ®iÓm cña s¸u c¹nh BC, CD, DD', D'A', A'B', B'B cïng n»m 
trªn mét mÆt ph¼ng. 

38. Chøng minh r»ng tæng b×nh ph−¬ng tÊt c¶ c¸c ®−êng chÐo cña mét h×nh 
hép b»ng tæng b×nh ph−¬ng tÊt c¶ c¸c c¹nh cña h×nh hép ®ã. 

39. Cho h×nh chãp côt ABC.A'B'C' cã ®¸y lín ABC vµ c¸c c¹nh bªn AA', BB', 
CC'. Gäi M, N, P lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh AB, BC, CA vµ M', 
N', P' lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh A'B', B'C', C'A'. Chøng minh 
MNP.M'N'P' lµ h×nh chãp côt. 
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PhÐp chiÕu song song 

 

1. §Þnh nghÜa phÐp chiÕu song song 

Trong kh«ng gian cho mÆt ph¼ng (P) vµ ®−êng 
th¼ng l c¾t mp(P).  

Víi mçi ®iÓm M trong kh«ng gian, vÏ ®−êng 
th¼ng ®i qua M vµ song song hoÆc trïng víi l. 
§−êng th¼ng nµy c¾t mp(P) t¹i mét ®iÓm M' 
nµo ®ã (h.73). 

PhÐp ®Æt t−¬ng øng mçi ®iÓm M trong kh«ng gian víi ®iÓm M' 
cña mÆt ph¼ng (P) nh− trªn gäi lµ phÐp chiÕu song song lªn 
mÆt ph¼ng (P) theo ph−¬ng l. 

MÆt ph¼ng (P) gäi lµ mÆt ph¼ng chiÕu, ®−êng th¼ng l gäi lµ ph−¬ng chiÕu ; 
®iÓm M' gäi lµ h×nh chiÕu song song (hoÆc ¶nh) cña ®iÓm M qua phÐp  
chiÕu song song nãi trªn. 

Cho h×nh H. TËp hîp H ' gåm h×nh chiÕu song song cña tÊt c¶ c¸c ®iÓm 

thuéc H gäi lµ h×nh chiÕu song song (hoÆc ¶nh) cña h×nh H qua phÐp 
chiÕu nãi trªn. 

Bãng trªn mÆt ®Êt ph¼ng cña mét vËt chÝnh lµ h×nh chiÕu song song cña vËt 
Êy trªn mÆt ®Êt (c¸c tia s¸ng mÆt trêi ®−îc coi nh− song song víi nhau). 

?1  NÕu ®iÓm M thuéc mÆt ph¼ng chiÕu (P) th× h×nh chiÕu song song cña nã lµ 

®iÓm nµo ? 

?2  Cho ®−êng th¼ng a song song víi ph−¬ng chiÕu l. H×nh chiÕu song song cña a 
(hoÆc mét phÇn cña nã) lµ h×nh nµo ? 

2. TÝnh chÊt 

Trong c¸c tÝnh chÊt d−íi ®©y cña phÐp chiÕu song song theo ph−¬ng l, ta chØ 
xÐt h×nh chiÕu song song cña c¸c ®o¹n th¼ng hoÆc ®−êng th¼ng kh«ng 
song song vµ kh«ng trïng víi l. 

TÝnh chÊt 1 

H×nh chiÕu song song cña mét ®−êng th¼ng lµ mét ®−êng th¼ng. 
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Chøng minh (h.74) 

XÐt phÐp chiÕu song song lªn mp(P) theo 
ph−¬ng l. Gi¶ sö a lµ mét ®−êng th¼ng kh«ng 
song song vµ kh«ng trïng víi l. Gäi M lµ mét 
®iÓm bÊt k× cña a vµ M' lµ h×nh chiÕu cña nã. 
V× MM' song song (hoÆc trïng) víi l nªn M' 
n»m trªn mp(Q) ®i qua a vµ song song víi l 

(hoÆc chøa l). MÆt kh¸c, M' n»m trªn mp(P). 
VËy M' n»m trªn giao tuyÕn a' cña hai mÆt 
ph¼ng (P) vµ (Q). 

Ng−îc l¹i, dÔ thÊy mçi ®iÓm M' n»m trªn a' lµ h×nh chiÕu cña mét ®iÓm M 
n»m trªn a. VËy h×nh chiÕu cña a chÝnh lµ ®−êng th¼ng a'.       

?3  NÕu ®−êng th¼ng a n»m trong mÆt ph¼ng chiÕu (P) th× h×nh chiÕu song 

song cña a lµ h×nh nµo ? 

?4  NÕu ®−êng th¼ng a c¾t mÆt ph¼ng chiÕu (P) t¹i ®iÓm A th× h×nh chiÕu song 

song cña a cã ®i qua ®iÓm A hay kh«ng ? 

HÖ qu¶ 

H×nh chiÕu song song cña mét ®o¹n th¼ng lµ mét ®o¹n th¼ng, 

cña mét tia lµ mét tia. 

Tõ viÖc chøng minh tÝnh chÊt 1, ta thÊy h×nh chiÕu song song cña ®−êng 
th¼ng a lµ giao tuyÕn cña mÆt ph¼ng chiÕu (P) vµ mp(Q), trong ®ã (Q) lµ 
mÆt ph¼ng ®i qua a vµ song song víi l hoÆc chøa l. Do ®ã ta cã 

TÝnh chÊt 2 (h.75) 

H×nh chiÕu song song cña hai ®−êng th¼ng song song lµ hai 

®−êng th¼ng song song hoÆc trïng nhau. 
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TÝnh chÊt 3 

PhÐp chiÕu song song kh«ng lµm thay ®æi tØ sè cña hai ®o¹n 

th¼ng n»m trªn hai ®−êng th¼ng song song (hoÆc trïng nhau). 

TÝnh chÊt 3 cã nghÜa lµ : NÕu AB vµ CD lµ hai ®o¹n th¼ng n»m trªn hai 
®−êng th¼ng song song (hoÆc trïng nhau) cã h×nh chiÕu song song trªn 
mp(P) lµ A'B' vµ C'D' th× 

.A'B' AB

C'D' CD
  

H×nh 76 minh ho¹ tÝnh chÊt ®ã. 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

H×nh 76 

3. H×nh biÓu diÔn cña mét h×nh kh«ng gian 

ë §1 cña ch−¬ng nµy, ta ®· nªu ra mét sè quy t¾c ®Ó vÏ h×nh biÓu diÔn cña 
mét h×nh kh«ng gian trªn mÆt ph¼ng. C¸c quy t¾c Êy dùa trªn ®Þnh nghÜa 
sau ®©y 

§Þnh nghÜa 

H×nh biÓu diÔn cña mét h×nh H trong kh«ng gian lµ h×nh 

chiÕu song song cña h×nh H trªn mét mÆt ph¼ng hoÆc h×nh 

®ång d¹ng víi h×nh chiÕu ®ã. 

Nh− vËy, muèn vÏ ®óng h×nh biÓu diÔn, ta ph¶i ¸p dông c¸c tÝnh chÊt 
nãi trªn cña phÐp chiÕu song song. Do ®ã, ngoµi nh÷ng quy t¾c ®· häc 
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tr−íc ®©y (®−îc suy tõ c¸c tÝnh chÊt 1 vµ 2), ta cÇn l−u ý thªm quy t¾c sau 
(suy tõ tÝnh chÊt 3) : 

NÕu trªn h×nh H cã hai ®o¹n th¼ng n»m trªn hai ®−êng th¼ng 

song song (hoÆc trïng nhau) th× chóng ch¼ng nh÷ng ®−îc biÓu 

diÔn bëi hai ®o¹n th¼ng n»m trªn hai ®−êng th¼ng song song 

(hoÆc trïng nhau), mµ tØ sè cña hai ®o¹n th¼ng nµy cßn ph¶i 

b»ng tØ sè cña hai ®o¹n th¼ng t−¬ng øng trªn h×nh H. 

?5  H×nh biÓu diÔn cña h×nh b×nh hµnh lµ h×nh g× ? 

     Chó ý 

PhÐp chiÕu song song nãi chung kh«ng gi÷ nguyªn tØ sè cña hai ®o¹n 
th¼ng kh«ng n»m trªn hai ®−êng th¼ng song song (hay kh«ng cïng 
n»m trªn mét ®−êng th¼ng) vµ kh«ng gi÷ nguyªn ®é lín cña mét gãc. 
Tõ ®ã suy ra nÕu trªn h×nh H cã hai ®o¹n th¼ng kh«ng n»m trªn hai 
®−êng th¼ng song song th× tØ sè cña chóng kh«ng nhÊt thiÕt ph¶i gi÷ 
nguyªn trªn h×nh biÓu diÔn. Còng nh− vËy, ®é lín cña mét gãc trªn 
h×nh H  kh«ng nhÊt thiÕt ®−îc gi÷ nguyªn trªn h×nh biÓu diÔn. 

?6  H×nh biÓu diÔn cña h×nh thang lµ h×nh g× ? 

?7  H×nh biÓu diÔn cña h×nh thoi, h×nh ch÷ nhËt, h×nh vu«ng lµ h×nh g× ? 

?8  Cã ph¶i mét tam gi¸c bÊt k× ®Òu cã thÓ xem lµ h×nh biÓu diÔn cña tam gi¸c 

c©n, tam gi¸c vu«ng, tam gi¸c ®Òu hay kh«ng ? (h.77). 

 

 
 
 
 

 

 

 
 

       H×nh 77           H×nh 78 

?9  H×nh biÓu diÔn cña mét tø diÖn ®Òu cã thÓ vÏ nh− h×nh 78 hay kh«ng ? 
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H×nh biÓu diÔn cña mét ®−êng trßn 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng : 

H×nh chiÕu song song cña mét ®−êng trßn lµ mét ®−êng elip 
hoÆc mét ®−êng trßn, hoÆc ®Æc biÖt cã thÓ lµ mét ®o¹n th¼ng. 

V× vËy, ta th−êng dïng ®−êng elip lµm h×nh biÓu diÔn cña ®−êng trßn, t©m 
cña elip biÓu diÔn cho t©m cña ®−êng trßn (h.79, h.80). 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 79          H×nh 80 

1 

Gi¶ sö tam gi¸c ABC lµ h×nh biÓu diÔn cña mét tam gi¸c ®Òu. H·y dùng h×nh biÓu 
diÔn cña t©m ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam gi¸c ®Òu ®ã. 

2 

Cho mét ®−êng elip lµ h×nh biÓu diÔn cña mét ®−êng trßn. H·y vÏ h×nh biÓu diÔn cña 
mçi h×nh sau ®©y : 

a) Mét d©y cung vµ ®−êng kÝnh vu«ng gãc víi d©y cung ®ã cña ®−êng trßn. 

b) Hai ®−êng kÝnh vu«ng gãc cña ®−êng trßn. 

c) Mét tam gi¸c ®Òu néi tiÕp ®−êng trßn. 

Vui  mét  chót  !  

 

 

 H×nh sau cã ph¶i lµ h×nh biÓu diÔn cña mét 

h×nh kh«ng gian hay kh«ng ? 

 

 

 

 Tranh cña Ðt-se (M.C. Escher)  
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 "ChuyÓn ®éng vÜnh cöu ?" : LiÖu n−íc cã ch¶y m·i nh− thÕ kh«ng ? 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 

Tranh cña Ðt-se (M.C. Escher) 

C©u hái vµ bµi tËp 

40. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 
a) H×nh chiÕu song song cña hai ®−êng th¼ng chÐo nhau cã thÓ trïng nhau ; 
b) H×nh chiÕu song song cña hai ®−êng th¼ng chÐo nhau th× c¾t nhau ; 
c) H×nh chiÕu song song cña hai ®−êng th¼ng chÐo nhau cã thÓ song song 
víi nhau ; 
d) H×nh chiÕu song song cña hai ®−êng th¼ng chÐo nhau cã thÓ c¾t nhau, 
trïng nhau, song song víi nhau. 

41. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 
a) H×nh chiÕu song song cña hai ®−êng th¼ng c¾t nhau cã thÓ song song 
víi nhau ; 
b) H×nh chiÕu song song cña hai ®−êng th¼ng c¾t nhau cã thÓ c¾t nhau ; 
c) H×nh chiÕu song song cña hai ®−êng th¼ng c¾t nhau cã thÓ trïng nhau ; 
d) Mét ®−êng th¼ng cã thÓ song song víi h×nh chiÕu song song cña nã ; 
e) Mét ®−êng th¼ng lu«n c¾t h×nh chiÕu song song cña nã ; 
f) Mét ®−êng th¼ng cã thÓ trïng víi h×nh chiÕu song song cña nã. 

42. Tam gi¸c ABC cã h×nh chiÕu song song lµ tam gi¸c A'B'C'. Chøng minh r»ng 
träng t©m tam gi¸c ABC cã h×nh chiÕu song song lµ träng t©m tam gi¸c A'B'C'. 
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43. VÏ h×nh biÓu diÔn cña mét tø diÖn vµ träng t©m cña nã. 

44. VÏ h×nh biÓu diÔn cña mét tam gi¸c vu«ng néi tiÕp trong mét ®−êng trßn. 

45. VÏ h×nh biÓu diÔn cña mét h×nh vu«ng néi tiÕp trong mét ®−êng trßn. 

46. VÏ h×nh biÓu diÔn cña mét lôc gi¸c ®Òu. 

47. Cho h×nh hép . .1 1 1 1ABCD A B C D  T×m ®iÓm I trªn ®−êng chÐo 1B D  vµ ®iÓm J 

trªn ®−êng chÐo AC sao cho IJ // .1BC  TÝnh tØ sè .
1

ID

IB
 

¤n tËp ch−¬ n g  I I  

I - Tãm t¾t nh÷ng kiÕn thøc cÇn nhí 

1. Mét mÆt ph¼ng ®−îc x¸c ®Þnh nÕu biÕt mét trong c¸c ®iÒu kiÖn sau ®©y : 
a) MÆt ph¼ng ®ã ®i qua ba ®iÓm kh«ng th¼ng hµng. 
b) MÆt ph¼ng ®ã ®i qua mét ®iÓm vµ mét ®−êng th¼ng kh«ng chøa ®iÓm Êy. 
c) MÆt ph¼ng ®ã ®i qua hai ®−êng th¼ng c¾t nhau. 
d) MÆt ph¼ng ®ã ®i qua hai ®−êng th¼ng song song. 
e) MÆt ph¼ng ®ã ®i qua mét ®−êng th¼ng vµ song song víi mét ®−êng 
th¼ng chÐo víi ®−êng th¼ng Êy. 
f) MÆt ph¼ng ®ã ®i qua mét ®iÓm vµ song song víi mét mÆt ph¼ng kh«ng 
chøa ®iÓm Êy. 

2. §Þnh lÝ vÒ giao tuyÕn cña ba mÆt ph¼ng : 
NÕu ba mÆt ph¼ng c¾t nhau theo ba giao tuyÕn ph©n biÖt th× ba giao tuyÕn 
®ã hoÆc ®ång quy hoÆc ®«i mét song song. 

3. Ba ®o¹n th¼ng nèi trung ®iÓm c¸c c¹nh ®èi diÖn cña mét tø diÖn ®ång quy 
t¹i trung ®iÓm G cña mçi ®o¹n. §iÓm G ®ã gäi lµ träng t©m cña tø diÖn. 

4. §−êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng song song (tøc lµ chóng kh«ng cã ®iÓm chung) : 
a) §−êng th¼ng a (kh«ng n»m trªn mp(P)) song song víi mp(P) khi vµ chØ 
khi nã song song víi mét ®−êng th¼ng n»m trong (P). 
b) NÕu mp(Q) ®i qua ®−êng th¼ng a mµ a song song víi mp(P) th× giao 
tuyÕn cña mp(P) vµ mp(Q) (nÕu cã) song song víi a. 
c) Hai mÆt ph¼ng c¾t nhau cïng song song víi mét ®−êng th¼ng th× giao 
tuyÕn cña chóng song song víi ®−êng th¼ng ®ã. 
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5. Hai mÆt ph¼ng song song (tøc lµ chóng kh«ng cã ®iÓm chung) : 
a) NÕu mÆt ph¼ng (P) chøa hai ®−êng th¼ng a, b c¾t nhau vµ cïng song 
song víi mp(Q) th× (P) // (Q). 
b) NÕu hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) song song th× mäi mp(R) ®· c¾t (P) th× c¾t 
(Q) vµ c¸c giao tuyÕn cña chóng song song. 
c) §Þnh lÝ Ta-lÐt : Ba mÆt ph¼ng ®«i mét song song ch¾n ra trªn hai c¸t 
tuyÕn bÊt k× c¸c ®o¹n th¼ng t−¬ng øng tØ lÖ. 
d) §Þnh lÝ Ta-lÐt ®¶o : Gi¶ sö trªn hai ®−êng th¼ng chÐo nhau a vµ a' lÇn 

l−ît lÊy c¸c ®iÓm A, B, C vµ A', B', C' sao cho : .
' ' ' ' ' '

AB BC CA

A B B C C A
   Khi 

®ã, ba ®−êng th¼ng AA', BB', CC' lÇn l−ît n»m trªn ba mÆt ph¼ng song 
song, tøc lµ chóng cïng song song víi mét mÆt ph¼ng. 

6. H×nh chãp cã ®¸y lµ mét ®a gi¸c vµ c¸c mÆt bªn ®Òu lµ nh÷ng tam gi¸c cã 
chung mét ®Ønh (®Ønh cña h×nh chãp). 

7. H×nh l¨ng trô cã hai ®¸y n»m trªn hai mÆt ph¼ng song song ; c¸c mÆt bªn ®Òu 
lµ nh÷ng h×nh b×nh hµnh ; c¸c c¹nh bªn b»ng nhau vµ ®«i mét song song. 

8. H×nh hép lµ h×nh l¨ng trô cã ®¸y lµ h×nh b×nh hµnh ; bèn ®−êng chÐo cña 
h×nh hép ®ång quy t¹i trung ®iÓm cña mçi ®−êng, ®iÓm ®ã gäi lµ t©m cña 
h×nh hép. 

9. H×nh chãp côt cã hai ®¸y n»m trªn hai mÆt ph¼ng song song ; c¸c mÆt bªn ®Òu 
lµ h×nh thang ; c¸c ®−êng th¼ng chøa c¸c c¹nh bªn ®ång quy t¹i mét ®iÓm. 

10. PhÐp chiÕu song song theo ph−¬ng l : 
a) Kh«ng lµm thay ®æi sù th¼ng hµng vµ thø tù cña c¸c ®iÓm th¼ng hµng. 
b) BiÕn hai ®−êng th¼ng song song (nh−ng kh«ng song song víi l) thµnh 
hai ®−êng th¼ng song song hoÆc trïng nhau. 
c) Gi÷ nguyªn tØ sè cña hai ®o¹n th¼ng n»m trªn hai ®−êng th¼ng song 
song hoÆc cïng n»m trªn mét ®−êng th¼ng. 

11. H×nh biÓu diÔn cña mét h×nh trong kh«ng gian lµ h×nh chiÕu song song cña 
h×nh ®ã trªn mét mÆt ph¼ng hoÆc h×nh ®ång d¹ng víi h×nh chiÕu ®ã. 

H×nh biÓu diÔn cña ®−êng trßn th−êng lµ ®−êng elip hoÆc ®−êng trßn. 

II - C©u hái tù kiÓm tra 

1. H·y nªu sù kh¸c biÖt gi÷a hai ®−êng th¼ng chÐo nhau vµ hai ®−êng th¼ng 
song song. 

2. Nªu ph−¬ng ph¸p chøng minh ba ®iÓm th¼ng hµng. 

3. Nªu ph−¬ng ph¸p chøng minh ba ®−êng th¼ng ®ång quy. 
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4. Nªu ph−¬ng ph¸p chøng minh ®−êng th¼ng song song víi mÆt ph¼ng. 

5. Nªu ph−¬ng ph¸p chøng minh hai mÆt ph¼ng song song. 

III - Bμi tËp 

1. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 
a) Hai ®−êng th¼ng chÐo nhau th× kh«ng cã ®iÓm chung ; 
b) Hai ®−êng th¼ng kh«ng cã ®iÓm chung th× chÐo nhau ; 
c) Hai ®−êng th¼ng chÐo nhau th× kh«ng cïng thuéc mét mÆt ph¼ng ; 
d) Hai ®−êng th¼ng kh«ng song song th× chÐo nhau. 

2. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 
a) Hai ®−êng th¼ng ph©n biÖt cïng song song víi mét mÆt ph¼ng th× song 
song víi nhau ; 
b) Hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt cïng song song víi mét ®−êng th¼ng th× song 
song víi nhau ; 
c) Hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt kh«ng song song th× c¾t nhau ; 
d) Hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt cïng song song víi mét mÆt ph¼ng thø ba th× 
song song víi nhau ; 
e) Mét ®−êng th¼ng c¾t mét trong hai ®−êng th¼ng song song th× c¾t ®−êng 
th¼ng cßn l¹i ; 
f) Mét mÆt ph¼ng c¾t mét trong hai ®−êng th¼ng song song th× c¾t ®−êng 
th¼ng cßn l¹i ; 
g) Mét ®−êng th¼ng c¾t mét trong hai mÆt ph¼ng song song th× c¾t mÆt 
ph¼ng cßn l¹i. 

3. Trong c¸c h×nh sau, h×nh nµo lµ h×nh biÓu diÔn cña mét tø diÖn ? 
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4. Cho hai h×nh b×nh hµnh ABCD vµ ABEF n»m trong hai mÆt ph¼ng kh¸c 
nhau. LÊy c¸c ®iÓm M, N lÇn l−ît thuéc c¸c ®−êng chÐo AC, BF sao cho 

MC  2AM ; NF  2BN. Qua M, N, kÎ c¸c ®−êng th¼ng song song víi AB 

c¾t c¸c c¹nh AD, AF lÇn l−ît t¹i ,1M  .1N  Chøng minh r»ng : 

a) MN // DE ; 

b) 1 1M N  // mp(DEF) ; 

c) ( )1 1mp MNN M  // mp(DEF). 

5. Cho h×nh l¨ng trô tam gi¸c ABC.A'B'C'. Gäi G, G' lÇn l−ît lµ träng t©m cña 

tam gi¸c ABC vµ A'B'C'. Mét mÆt ph¼ng () c¾t c¸c c¹nh AA', BB', CC', 

GG' lÇn l−ît t¹i ,1A  ,1B  1C  vµ .1G  Chøng minh r»ng : 

a) GG' song song vµ b»ng c¹nh bªn cña h×nh l¨ng trô ; 

b) 1G  lµ träng t©m cña tam gi¸c 1 1 1A B C  ; 

c) ( )1 1 1 1
1

3
G G' A A' B B' C C'    ; ( ).1 1 1 1

1

3
G G A A B B C C    

6. Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D'. VÏ thiÕt diÖn cña h×nh hép t¹o bëi mÆt ph¼ng 
®i qua hai trung ®iÓm M, N cña c¸c c¹nh AB, AD vµ t©m O cña mÆt CDD'C'. 

7. Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D'. Trªn ba c¹nh AB, DD', C'B' lÇn l−ît lÊy ba 

®iÓm M, N, P kh«ng trïng víi c¸c ®Ønh sao cho .AM D'N B'P

AB D'D B'C'
   

a) Chøng minh r»ng mp(MNP) vµ mp(AB'D') song song víi nhau. 

b ) X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh hép khi c¾t bëi mp(MNP). 

8. Cho hai tia Ax vµ By n»m trªn hai ®−êng th¼ng chÐo nhau. Mét ®iÓm M ch¹y 

trªn Ax vµ mét ®iÓm N ch¹y trªn By sao cho AM  kBN (k > 0 cho tr−íc). 

a) Chøng minh r»ng MN song song víi mét mÆt ph¼ng cè ®Þnh. 

b) T×m tËp hîp c¸c ®iÓm I thuéc ®o¹n MN sao cho IM  kIN. 

IV - C¸c c©u hái tr¾c nghiÖm 

1. Cho tø diÖn ABCD. Gäi M, N lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh AD vµ 
BC ; G lµ träng t©m tam gi¸c BCD. Khi Êy, giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng MG 
vµ mp(ABC) lµ : 

(A) §iÓm C ; 
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(B) Giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng MG vµ ®−êng th¼ng AN ; 

(C) §iÓm N ; 

(D) Giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng MG vµ ®−êng th¼ng BC. 

2. Cho tø diÖn ABCD vµ ba ®iÓm E, F, G lÇn l−ît n»m trªn c¸c c¹nh AB, AC, 
AD mµ kh«ng trïng víi c¸c ®Ønh. ThiÕt diÖn cña h×nh tø diÖn ABCD khi c¾t 
bëi mp(EFG) lµ : 
(A) Mét ®o¹n th¼ng ;        (B) Mét tam gi¸c ; 
(C) Mét tø gi¸c ;         (D) Mét ngò gi¸c. 

3. Cho tø diÖn ABCD vµ ba ®iÓm I, J, K lÇn l−ît n»m trªn ba c¹nh AB, BC, 
CD mµ kh«ng trïng víi c¸c ®Ønh. ThiÕt diÖn cña h×nh tø diÖn ABCD khi c¾t 
bëi mp(IJK) lµ : 
(A) Mét tam gi¸c ;        (B) Mét tø gi¸c ; 
(C) Mét h×nh thang ;        (D) Mét ngò gi¸c. 

4. Cho h×nh chãp S.ABCD. Gäi AC  BD  I, AB  CD  J, AD  BC  K. 
§¼ng thøc nµo sai trong c¸c ®¼ng thøc sau ®©y ? 

(A) (SAC)  (SBD)  SI ;      (B) (SAB)  (SCD)  SJ ; 

(C) (SAD)  (SBC)  SK ;      (D) (SAC)  (SAD)  AB. 

5. Cho h×nh chãp S.ABCD. Mét mÆt ph¼ng kh«ng ®i qua ®Ønh nµo cña h×nh 
chãp c¾t c¸c c¹nh SA, SB, SC, SD lÇn l−ît t¹i A', B', C', D'. Gäi O lµ giao 
®iÓm cña AC vµ BD. T×m mÖnh ®Ò ®óng trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y. 

(A) C¸c ®−êng th¼ng A'C', B'D', SO ®«i mét chÐo nhau ; 

(B) C¸c ®−êng th¼ng A'C', B'D', SO ®ång ph¼ng ; 

(C) C¸c ®−êng th¼ng A'C', B'D', SO ®ång quy ; 

(D) Hai ®−êng th¼ng A'C' vµ B'D' c¾t nhau cßn hai ®−êng th¼ng A'C' vµ SO 
chÐo nhau. 

6. Cho tø diÖn ABCD. Gäi G vµ E lÇn l−ît lµ träng t©m cña tam gi¸c ABD vµ 
ABC. MÖnh ®Ò nµo d−íi ®©y ®óng ? 

(A) §−êng th¼ng GE song song víi ®−êng th¼ng CD ; 

(B) §−êng th¼ng GE c¾t ®−êng th¼ng CD ; 

(C) Hai ®−êng th¼ng GE vµ CD chÐo nhau ; 

(D) §−êng th¼ng GE c¾t ®−êng th¼ng AD. 

7. Cho tø diÖn ABCD. Gäi M, K lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña BC vµ AC, N lµ 
®iÓm trªn c¹nh BD sao cho BN  2ND. Gäi F lµ giao ®iÓm cña AD vµ 
mp(MNK). Trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 
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(A) AF  FD ;          (B) AF  2FD ; 

(C) AF  3FD ;          (D) FD  2AF. 

8. Cho tø diÖn ®Òu ABCD cã c¹nh b»ng a. Gäi G lµ träng t©m tam gi¸c ABC. 
C¾t tø diÖn bëi mp(GCD) th× diÖn tÝch cña thiÕt diÖn lµ : 

(A) 
2 3

2

a
 ;                (B) 

2 2

4

a
 ; 

(C) 
2 2

6

a
 ;           (D) .

2 3

4

a
 

9. Cho h×nh chãp S.ABCD cã ®¸y lµ h×nh b×nh hµnh. Gäi I, J lÇn l−ît lµ trung 
®iÓm cña AB vµ CB. Khi Êy, giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng (SAB) vµ (SCD) 
lµ ®−êng th¼ng song song víi : 

(A) §−êng th¼ng AD ;       (B) §−êng th¼ng BJ ; 

(C) §−êng th¼ng BI ;        (D) §−êng th¼ng IJ. 

10. Cho h×nh chãp S.ABCD cã ®¸y lµ mét h×nh b×nh hµnh. Gäi A', B', C', D' lÇn 
l−ît lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh SA, SB, SC vµ SD. T×m mÖnh ®Ò ®óng trong 
c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y : 

(A) A'B' // mp(SAD) ;       (B) A'C' // mp(SBD) ; 

(C) mp(A'C'D') // mp(ABC) ;     (D) A'C' // BD. 

11. Cho tø diÖn ®Òu ABCD cã c¹nh b»ng a, ®iÓm M trªn c¹nh AB sao cho 
AM  m (0 < m < a). Khi ®ã, diÖn tÝch thiÕt diÖn cña h×nh tø diÖn khi c¾t 
bëi mÆt ph¼ng qua M vµ song song víi mp(ACD) lµ : 

(A) 
2 3

4

m
 ;           (B) 

( )2 2

2

a m
 ; 

(C) 
( )2 3

4

a m
 ;         (D) 

( ) . 2 3

4

a m
 

12. Cho h×nh chãp S.ABCD cã ®¸y lµ mét h×nh b×nh hµnh. Mét mÆt ph¼ng (P) 
song song víi AC vµ SB lÇn l−ît c¾t c¸c c¹nh SA, AB, BC, SC, SD, BD t¹i 
M, N, E, F, I, J. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 

(A) Bèn ®−êng th¼ng MN, EF, IJ, SB ®«i mét song song ; 

(B) Bèn ®−êng th¼ng MN, EF, IJ, SB ®ång quy ; 

(C) Bèn ®−êng th¼ng MN, EF, IJ, SB ®ång ph¼ng ; 

(D) C¶ ba mÖnh ®Ò trªn ®Òu sai. 
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Bμ i  ®äc  thªm 

Ph−¬ng ph¸p tiªn ®Ò trong h×nh häc 

1. Khi míi ra ®êi, H×nh häc lµ m«n khoa häc thùc nghiÖm n¶y sinh tõ viÖc ®o ®¹c, 

tÝnh to¸n c¸c ®¹i l−îng vÒ kho¶ng c¸ch gi÷a c¸c ®Þa ®iÓm, diÖn tÝch c¸c ®¸m ®Êt, thÓ 

tÝch c¸c thïng chøa,... Thêi cæ ®¹i, ng−êi vïng Ba-bi-lon vµ Ai CËp ®· tÝch luü ®−îc 

nhiÒu kiÕn thøc h×nh häc kh¸ phong phó, ch¼ng h¹n c«ng thøc Py-ta-go, ®Þnh lÝ  

Ta-lÐt, c«ng thøc tÝnh thÓ tÝch h×nh chãp côt,... DÇn dÇn H×nh häc trë thµnh mét khoa 

häc suy diÔn, tøc lµ thay v× dïng thùc nghiÖm ®Ó kiÓm tra sù ®óng ®¾n cña c¸c sù 

kiÖn h×nh häc, ng−êi ta chøng minh b»ng lËp luËn. Cã nhiÒu t¸c phÈm h×nh häc ®· ra 

®êi, nh−ng næi tiÕng nhÊt vµ cßn ®−îc gi÷ l¹i ®Õn nay lµ tËp "C¬ b¶n" cña ¥-clÝt 

(Euclid, nhµ to¸n häc Hy L¹p, sèng vµo kho¶ng thÕ kØ thø ba tr−íc C«ng nguyªn). 

TËp "C¬ b¶n" cña ¥-clÝt gåm 13 cuèn, trong ®ã cã 8 cuèn nãi vÒ H×nh häc. 

Toµn bé néi dung m«n H×nh häc s¬ cÊp cña bËc Phæ th«ng ngµy nay lµ mét 

phÇn trong t¸c phÈm ®ã. C«ng lao to lín cña ¥-clÝt lµ ®· tËp hîp l¹i nh÷ng kÕt 

qu¶ cña nhiÒu t¸c gi¶ tr−íc, s¾p xÕp l¹i vµ chøng minh chÆt chÏ. §Ó x©y dùng 

m«n H×nh häc, ¥-clÝt ®· xuÊt ph¸t tõ 10 tiªn ®Ò vµ ®Þnh ®Ò ®−îc thõa nhËn lµ 

®óng mµ kh«ng chøng minh. Tõ ®ã, dùa vµo c¸c suy luËn l«gic, «ng ®· chøng 

minh c¸c ®Þnh lÝ kh¸c.  

Nh− vËy, cã thÓ nãi ¥-clÝt lµ ng−êi ®Æt nÒn mãng cho ph−¬ng ph¸p x©y dùng 

H×nh häc mµ ngµy nay ta gäi lµ ph−¬ng ph¸p tiªn ®Ò. 

§Ó tr×nh bµy m«n H×nh häc theo ph−¬ng ph¸p tiªn ®Ò, ng−êi ta lµm nh− sau : 

1) Kh«ng ®Þnh nghÜa mét sè kh¸i niÖm nh− : ®iÓm, ®−êng th¼ng, mÆt ph¼ng, ®iÓm 

n»m gi÷a hai ®iÓm, ®é dµi ®o¹n th¼ng, ®é lín cña gãc,... C¸c kh¸i niÖm nh− vËy 

gäi lµ c¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n. C¸c kh¸i niÖm kh¸c sÏ ®−îc ®Þnh nghÜa dùa vµo 

nh÷ng kh¸i niÖm c¬ b¶n. Ch¼ng h¹n, sù b»ng nhau cña c¸c tam gi¸c ®−îc ®Þnh 

nghÜa dùa vµo sù b»ng nhau cña c¸c ®o¹n th¼ng vµ sù b»ng nhau cña c¸c gãc.  

2) Nªu ra mét sè mÖnh ®Ò ®−îc thõa nhËn lµ ®óng mµ kh«ng chøng minh. C¸c 

mÖnh ®Ò nh− thÕ gäi lµ tiªn ®Ò. Ch¼ng h¹n ta thõa nhËn tiªn ®Ò : "Cã mét vμ chØ mét 
®−êng th¼ng ®i qua hai ®iÓm ph©n biÖt cho tr−íc" hoÆc tiªn ®Ò : "Cã mét vμ chØ mét 
mÆt ph¼ng ®i qua ba ®iÓm kh«ng th¼ng hμng cho tr−íc". 

Mäi mÖnh ®Ò kh¸c ®Òu ph¶i ®−îc chøng minh dùa vµo c¸c tiªn ®Ò vµ c¸c mÖnh 

®Ò ®· ®−îc chøng minh tr−íc ®ã. 

Chóng ta cÇn chó ý r»ng tuy ®iÓm, ®−êng th¼ng, mÆt ph¼ng kh«ng ®−îc ®Þnh 

nghÜa, nh−ng chóng buéc ph¶i tho¶ m·n c¸c tiªn ®Ò. Cho nªn cã thÓ nãi chóng 

®−îc ®Þnh nghÜa mét c¸ch gi¸n tiÕp qua c¸c tiªn ®Ò.  
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Euclid (kho¶ng 330 - 275 TCN)      Lobachevsky (1792 - 1856) 

2. Trong hÖ thèng c¸c tiªn ®Ò h×nh häc cã mét tiªn ®Ò gäi lµ tiªn ®Ò ¥-clÝt (nã t−¬ng 

®−¬ng víi ®Þnh ®Ò V trong t¸c phÈm C¬ b¶n cña ¥-clÝt). Tiªn ®Ò ®ã ®−îc ph¸t biÓu 

nh− sau : "Cho ®iÓm A kh«ng n»m trªn ®−êng th¼ng b th× trong mÆt ph¼ng (A,b) 
chØ cã mét ®−êng th¼ng ®i qua A vμ kh«ng c¾t b". 

Trong lÞch sö, khi nghiªn cøu c¸c tiªn ®Ò cña ¥-clÝt, nhÊt lµ ®Þnh ®Ò V nãi trªn, c¸c 

nhµ to¸n häc ®· nghi ngê r»ng cã thÓ chøng minh ®−îc nã dùa vµo c¸c tiªn ®Ò 

kh¸c vµ nÕu qu¶ thËt nh− vËy th× cÇn ph¶i lo¹i nã ra khái danh s¸ch c¸c tiªn ®Ò. 

NhiÒu nhµ to¸n häc næi tiÕng nh− : X¸c-kª-ri (Saccheri, 1667 - 1733), L¨m-be 

(Lambert, 1728 - 1777), L¬-gi¨ng-®¬-r¬ (Legendre,1752 - 1833),... ®· tèn nhiÒu 

søc lùc vµ trÝ tuÖ ®Ó t×m c¸ch chøng minh ®Þnh ®Ò V nh−ng kh«ng thµnh c«ng. Vµo 

®Çu thÕ kØ XIX, c¸c nhµ to¸n häc : Gau-x¬ (Gauss, 1777 - 1855), B«-li-ai (Bolyai, 

1802 - 1860), ®Æc biÖt lµ nhµ to¸n häc Nga L«-ba-sÐp-xki (Lobachevsky), trong 

qu¸ tr×nh chøng minh ®Þnh ®Ò V cña ¥-clÝt, ®· x©y dùng mét H×nh häc míi trong ®ã 

kh«ng thõa nhËn ®Þnh ®Ò V mµ thõa nhËn tiªn ®Ò phñ ®Þnh ®Þnh ®Ò V : "Cho ®iÓm A 
kh«ng n»m trªn ®−êng th¼ng b th× trong mÆt ph¼ng (A,b) cã Ýt nhÊt hai ®−êng th¼ng 
®i qua A vμ kh«ng c¾t b". 

Ngµy nay, ng−êi ta th−êng gäi h×nh häc ®ã lµ H×nh häc L«-ba-sÐp-xki (mét lo¹i 

H×nh häc phi ¥-clÝt). 

N¨m m−¬i n¨m sau khi L«-ba-sÐp-xki c«ng bè t¸c phÈm nãi trªn, ng−êi ta chøng 

minh ®−îc r»ng H×nh häc L«-ba-sÐp-xki kh«ng hÒ cã m©u thuÉn vµ nh− vËy, tiªn 

®Ò ¥-clÝt ®óng lµ mét tiªn ®Ò. 

Ngµy nay, ph−¬ng ph¸p tiªn ®Ò ®· th©m nhËp vµo nhiÒu ngµnh to¸n häc kh¸c 

nhau vµ nã lµ mét c«ng cô quan träng trong viÖc x©y dùng nªn nh÷ng bé m«n 

to¸n häc hiÖn ®¹i. 



 

vect¬ trong kh«ng gian. 
   Quan hÖ vu«ng gãc  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

ë ch−¬ng II, chóng ta ®· xÐt quan hÖ song song trong kh«ng gian. Trong 

ch−¬ng nµy ta nghiªn cøu quan hÖ vu«ng gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng, gi÷a 

®−êng th¼ng víi mÆt ph¼ng, gi÷a hai mÆt ph¼ng. KiÕn thøc vÒ vect¬ lµ c¬ 
së ®Ó x©y dùng quan hÖ vu«ng gãc trong kh«ng gian. 

Khi häc ch−¬ng nµy, häc sinh cÇn biÕt vËn dông c¸c kiÕn thøc ®· cã vÒ 
vect¬ trong mÆt ph¼ng ®Ó ¸p dông vµo kh«ng gian, ®ång thêi b−íc ®Çu gi¶i 
quyÕt ®−îc mét sè bµi to¸n h×nh häc kh«ng gian cã liªn quan ®Õn c¸c yÕu 

tè vu«ng gãc. 

Ch−¬ng III 
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V e c t ¬  t r o n g  k h « n g  g i a n .  
Sù ®ång ph¼ng cña c¸c vect¬  

 

1. Vect¬ trong kh«ng gian 

Kh¸i niÖm vect¬ vµ c¸c phÐp to¸n vect¬ ®· ®−îc ®Ò cËp trong ch−¬ng tr×nh 
h×nh häc líp 10. Tuy nhiªn, khi ®ã tÊt c¶ c¸c vect¬ mµ chóng ta xem xÐt 
®Òu n»m trªn cïng mét mÆt ph¼ng. 

ë ch−¬ng II, chóng ta ®· lµm quen víi viÖc 
nghiªn cøu h×nh häc kh«ng gian mµ ®èi 
t−îng cña nã lµ c¸c h×nh cã thÓ kh«ng cïng 
n»m trong mét mÆt ph¼ng. Ch¼ng h¹n, tø 
diÖn ABCD lµ mét h×nh cã tÝnh chÊt ®ã vµ 

nh− thÕ c¸c vect¬ ,AB


 ,BC


 CD


 kh«ng cïng 
n»m trong mét mÆt ph¼ng nµo c¶ (h.82). 

Trong ch−¬ng nµy, chóng ta sÏ nãi ®Õn c¸c 
vect¬ trong kh«ng gian. Vect¬, c¸c phÐp to¸n 
vect¬ trong kh«ng gian ®−îc ®Þnh nghÜa hoµn 
toµn gièng nh− trong mÆt ph¼ng, chóng còng 
cã c¸c tÝnh chÊt ®· biÕt nªn kh«ng nh¾c l¹i. Sau ®©y, chóng ta nªu lªn mét 
sè ho¹t ®éng vµ vÝ dô nh»m môc ®Ých «n tËp l¹i nh÷ng kiÕn thøc ®· cã vÒ 
vect¬ trong mÆt ph¼ng ®Ó ¸p dông vµo kh«ng gian. 

1 

Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D' víi t©m O 

(h.83). 

a) H·y chØ ra trªn h×nh 83 nh÷ng vect¬ b»ng 

nhau kh¸c vect¬ 0


 vµ kiÓm tra tÝnh ®óng ®¾n 
cña ®¼ng thøc 

    .AC' AB AD AA'  
   

    (1) 

b) Chøng minh r»ng 

' .AB B'C' D'D AD D'C' B'B A C     
      

 

    Chó ý 

C«ng thøc (1) gäi lµ quy t¾c h×nh hép (®Ó t×m tæng cña ba vect¬). 
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2 

Cho tø diÖn ABCD víi träng t©m G vµ c¸c trung ®iÓm c¸c c¹nh cña nã (h.84). 

H·y chØ ra trªn h×nh 84 nh÷ng vect¬ kh¸c 0


 b»ng nhau vµ kiÓm tra xem ®¼ng thøc 

4AB AC AD AG  
   

 

cã ®óng kh«ng ? 
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3 

Cho h×nh l¨ng trô ABC.A'B'C'. §Æt ,AA' a
 

 ,AB b
 

 AC c
 

 (h.85). 

1) H·y biÓu thÞ mçi vect¬ ,B'C


 BC'


 qua c¸c vect¬ ,a


 ,b


 .c


 

2) Gäi G' lµ träng t©m tam gi¸c A'B'C'. BiÓu thÞ vect¬ AG'


 qua ,a


 ,b


 .c


 

VÝ dô 1 

Cho tø diÖn ABCD. 

1. Gäi M vµ N lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña AB vµ CD. Chøng tá r»ng 

( ) ( )1 1

2 2
MN AD BC AC BD   
    

. 

2. Chøng minh r»ng ®iÓm G lµ träng t©m cña tø diÖn ABCD khi vµ chØ khi 
mét trong hai ®iÒu kiÖn sau x¶y ra : 

a) 0GA GB GC GD   
    

 ; 

b) ( )1

4
PG PA PB PC PD   
    

 víi mäi ®iÓm P. 

Gi¶i (h.86) 

1. Sö dông quy t¾c ba ®iÓm, ta cã 

,MN MA AD DN  
   

 

.MN MB BC CN  
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Do    0MA MB 
  

 

vµ    0DN CN 
  

 

nªn    ( ).1

2
MN AD BC 
  

 

T−¬ng tù nh− trªn, ta cã 

   ( ).1

2
MN AC BD 
  

 

2. a) Ta cã 

   ,2GA GB GM 
  

 

   .2GC GD GN 
  

 
§iÓm G lµ träng t©m cña tø diÖn ABCD khi vµ chØ khi 

0GM GN 
  

 hay ( ) .2 0GM GN 
  

 

§iÒu nµy t−¬ng ®−¬ng víi .0GA GB GC GD   
    

 
b) G lµ träng t©m cña tø diÖn ABCD khi vµ chØ khi 

.0GA GB GC GD   
    

 
§iÒu nµy cã nghÜa lµ víi ®iÓm P bÊt k×, ta cã 

0PA PG PB PG PC PG PD PG       
        

, 

hay        ( ).1

4
PG PA PB PC PD   
    

        

VÝ dô 2 

Cho tø diÖn ABCD cã AB  c, CD  c', AC  b, BD  b', BC  a, AD  a'. 

TÝnh gãc gi÷a c¸c vect¬  BC


 vµ DA


. 
Gi¶i. Ta cã 

      . .( ) . .BC DA BC DC CA CB CD CB CA   
        

 

        ( ) ( )2 2 2 2 2 21 1

2 2
CB CD BD CB CA AB       

        ( ).2 2 2 21

2
AB CD BD CA       

Tõ ®ã gãc ( , )BC DA
 

 x¸c ®Þnh bëi 

    
' .cos( , )

2 2 2 2

2

c c' b b
BC DA

aa'
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2. Sù ®ång ph¼ng cña c¸c vect¬. §iÒu kiÖn ®Ó ba vect¬ ®ång ph¼ng 

Ta biÕt r»ng, víi hai ®−êng th¼ng ph©n biÖt cho tr−íc trong kh«ng gian, 
lu«n cã mÆt ph¼ng song song víi hai ®−êng th¼ng ®ã. Nh−ng nãi chung, 
kh«ng cã mÆt ph¼ng song song víi ba ®−êng th¼ng ph©n biÖt cho tr−íc. 
NÕu cã mÆt ph¼ng nh− vËy th× ta nãi r»ng ba vect¬ n»m trªn ba ®−êng 
th¼ng Êy lµ ®ång ph¼ng. 

§Þnh nghÜa 

Ba vect¬ gäi lµ ®ång ph¼ng nÕu c¸c gi¸ cña chóng cïng song 

song víi mét mÆt ph¼ng. 

Trªn h×nh 87, gi¸ cña ba vect¬ 

,a


 ,b


 c


 ®Òu song song víi mÆt 

ph¼ng (P) nªn ba vect¬  ,a


 ,b


 c


 

®ång ph¼ng. 

NhËn xÐt 

Tõ ®Þnh nghÜa trªn, suy ra : NÕu ta 

vÏ ,OA a
 

 ,OB b
 

 OC c
 

 th× 

ba vect¬ ,a


 ,b


 c


 ®ång ph¼ng khi 

vµ chØ khi bèn ®iÓm O, A, B, C cïng n»m trªn mét mÆt ph¼ng hay ba ®−êng 
th¼ng OA, OB, OC cïng n»m trong mét mÆt ph¼ng. 

Bµi to¸n 1 

Cho tø diÖn ABCD. Gäi M vµ N lÇn 

l−ît lµ trung ®iÓm cña AB vµ CD. 

Chøng minh r»ng ba vect¬ ,BC


 ,MN


 

AD


 ®ång ph¼ng. 

4 (§Ó gi¶i bµi to¸n 1) 

Gäi P vµ Q lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña AC vµ 

BD. Khi ®ã MPNQ lµ h×nh b×nh hµnh. Tõ 

®ã, h·y suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh (h.88). 
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H×nh 88 



 88 

§iÒu kiÖn ®Ó ba vect¬ ®ång ph¼ng 

Tõ ®Þnh nghÜa ba vect¬ ®ång ph¼ng vµ sù khai triÓn mét vect¬ theo hai 
vect¬ kh«ng cïng ph−¬ng trong h×nh häc ph¼ng, chóng ta cã thÓ chøng 
minh ®−îc ®Þnh lÝ sau (h.89). 

§Þnh lÝ 1 

Cho ba vect¬ ,a


 ,b


 ,c


 trong ®ã a


 vµ b


 kh«ng cïng 

ph−¬ng. §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó ba vect¬ ,a


 ,b


 c


 ®ång 

ph¼ng lµ cã c¸c sè m, n sao cho .c ma nb 
 

 H¬n n÷a, c¸c 

sè m, n lµ duy nhÊt. 
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5 

Chøng minh r»ng 

1) NÕu cã 0ma nb pc  
  

 vµ mét trong ba sè m, n, p kh¸c kh«ng th× ba vect¬ ,a


 

,b


 c


 ®ång ph¼ng ; 

2) NÕu ,a


 ,b


 c


 lµ ba vect¬ kh«ng ®ång ph¼ng vµ 0ma nb pc  
  

 th× m  n  p  0. 

Bµi to¸n 2 

Cho tø diÖn ABCD. C¸c ®iÓm M vµ N 

lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña AB vµ CD. 

LÊy c¸c ®iÓm P, Q lÇn l−ît thuéc c¸c 

®−êng th¼ng AD vµ BC sao cho 

,PA kPD
 

 QB kQC
 

 (k  1). Chøng 

minh r»ng c¸c ®iÓm M, N, P, Q cïng 

thuéc mét mÆt ph¼ng (h.90). 

6 (§Ó gi¶i bµi to¸n 2) 

1) Tõ hÖ thøc ,PA kPD
 

 h·y chøng tá 

.
1

MA kMD
MP

k
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T−¬ng tù, ta còng cã  

.
1

MB kMC
MQ

k






 
 

2) Tõ hai ®¼ng thøc trªn, chøng minh r»ng 

k
MP MQ MN

k

2
.

1
 



  
 

VËy c¸c ®iÓm M, N, P, Q cïng thuéc mét mÆt ph¼ng. 

§Þnh lÝ 1 nãi ®Õn ®iÒu kiÖn ®Ó cã thÓ biÓu thÞ mét vect¬ qua hai vect¬ 
kh«ng cïng ph−¬ng. §Þnh lÝ d−íi ®©y sÏ nãi vÒ biÓu thÞ mét vect¬ qua ba 
vect¬ kh«ng ®ång ph¼ng. 

§Þnh lÝ 2 

NÕu ,a


 ,b


 c


 lµ ba vect¬ kh«ng ®ång ph¼ng th× víi mçi vect¬ 

,d


 ta t×m ®−îc c¸c sè m, n, p sao cho .d ma nb pc  
  

 H¬n 

n÷a, c¸c sè m, n, p lµ duy nhÊt. 

Chøng minh 

Tõ ®iÓm O, ta ®Æt ,OA a
 

 ,OB b
 

 

,OC c
 

 OD d
 

 th× O, A, B, C kh«ng 
cïng thuéc mét mÆt ph¼ng. 

Tõ ®iÓm D kÎ ®−êng th¼ng song song (hoÆc 
trïng) víi ®−êng th¼ng OC, c¾t mÆt ph¼ng 
(OAB) t¹i ®iÓm D' (h.91). Khi ®ã 

. 
  
OD OD' D'D  

Theo ®Þnh lÝ 1, ta cã c¸c sè m, n sao cho 

.OD' ma nb 
 

 Ngoµi ra do D'D


 vµ c


 

cïng ph−¬ng nªn cã sè p ®Ó .D'D pc
 

 VËy 

.OD ma nb pc  
  

 

Gi¶ sö cßn cã OD m'a n'b p'c  
  

 th× 

m m' a n n' b p p' c( ) ( ) ( ) 0.     
  

 

V× a,


 b,


 c


 kh«ng ®ång ph¼ng nªn m  m'  n  n'  p  p'  0 hay m  m', 
n  n', p  p'. Suy ra c¸c sè m, n, p lµ duy nhÊt.          
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Bµi to¸n 3 

Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D'. XÐt c¸c ®iÓm M vµ N lÇn l−ît thuéc c¸c ®−êng 

th¼ng A'C vµ C'D sao cho ,MA' kMC
 

 NC' lND
 

 (k vµ l ®Òu kh¸c 1). 

§Æt ,BA a
 

 ' ,BB b
 

 .BC c
 

 

a) H·y biÓu thÞ c¸c vect¬ BM


 vµ BN


 qua c¸c vect¬ ,a


 ,b


 .c


 

b) X¸c ®Þnh c¸c sè k, l ®Ó ®−êng th¼ng MN song song víi ®−êng th¼ng BD'. 

Gi¶i (h.92) 

a) Tõ gi¶ thiÕt ta cã : 

  
' ,
1

BA kBC
BM

k






 
  do ®ã  

    
  

  1 1

1 1 1

k
BM a b c

k k k
 ; 

  
' ,
1

BC lBD
BN

l






 
 do ®ã  

  .1

1 1

l
BN a b c

l l
   

 

  
 

b) V× BD' vµ C'D lµ hai ®−êng th¼ng chÐo nhau vµ N thuéc ®−êng th¼ng C'D 
nªn ®−êng th¼ng MN kh«ng thÓ trïng víi ®−êng th¼ng BD'. VËy ®−êng 

th¼ng MN song song víi ®−êng th¼ng BD' khi vµ chØ khi .MN pBD'
 

 

Do MN BN BM 
  

 nªn ta cã 

.1 1 1
1

1 1 1 1 1

l k
MN a b c

l k l k k

                
          

  
 

MÆt kh¸c BD' a b c  
  

 (quy t¾c h×nh hép) mµ ,a


 ,b


 c


 lµ ba vect¬ 

kh«ng ®ång ph¼ng nªn 

MN pBD'
 

  

1

1 1
1 1

1 1

1
1

l
p

l k

p
l k

k
p

k

    


 
 


  

   l  1,  k  3, .1

4
p   
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VËy khi k  3, l  1 th× ®−êng th¼ng MN vµ ®−êng th¼ng BD' song song 
víi nhau.                        

C©u hái vµ bµi tËp 

1. Ba vect¬ ,a


 ,b


 c


 cã ®ång ph¼ng kh«ng nÕu mét trong hai ®iÒu sau ®©y 

x¶y ra ? 

a) Cã mét vect¬ trong ba vect¬ ®ã b»ng .0


 

b) Cã hai vect¬ trong ba vect¬ ®ã cïng ph−¬ng. 

2. Cho h×nh chãp S.ABCD. 

a) Chøng minh r»ng nÕu ABCD lµ h×nh b×nh hµnh th× .SB SD SA SC  
   

 
§iÒu ng−îc l¹i cã ®óng kh«ng ? 

b) Gäi O lµ giao ®iÓm cña AC vµ BD. Chøng tá r»ng ABCD lµ h×nh b×nh hµnh 

khi vµ chØ khi .4SA SB SC SD SO   
    

 

3. Cho h×nh l¨ng trô tam gi¸c ABC.A'B'C'. Gäi G vµ G' lÇn l−ît lµ träng t©m 
cña tam gi¸c ABC vµ A'B'C', I lµ giao ®iÓm cña hai ®−êng th¼ng AB' vµ 
A'B. Chøng minh r»ng c¸c ®−êng th¼ng GI vµ CG' song song víi nhau. 

4. Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D'. Gäi M vµ N lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña CD vµ 
DD' ; G vµ G' lÇn l−ît lµ träng t©m cña c¸c tø diÖn A'D'MN vµ BCC'D'. Chøng 
minh r»ng ®−êng th¼ng GG' vµ mÆt ph¼ng (ABB'A') song song víi nhau. 

5. Trong kh«ng gian cho tam gi¸c ABC. 

a) Chøng minh r»ng nÕu ®iÓm M thuéc mp(ABC) th× cã ba sè x, y, z mµ 

x  y  z  1 sao cho OM xOA yOB zOC  
   

 víi mäi ®iÓm O. 

b) Ng−îc l¹i, nÕu cã mét ®iÓm O trong kh«ng gian sao cho 

,OM xOA yOB zOC  
   

 trong ®ã x  y  z  1 th× ®iÓm M thuéc 

mp(ABC). 

6. Cho h×nh chãp S.ABC. LÊy c¸c ®iÓm A', B', C' lÇn l−ît thuéc c¸c tia SA, SB, 

SC sao cho SA  aSA', SB  bSB', SC  cSC', trong ®ã a, b, c lµ c¸c sè thay 
®æi. Chøng minh r»ng mÆt ph¼ng (A'B'C') ®i qua träng t©m cña tam gi¸c 

ABC khi vµ chØ khi a + b + c  3. 
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Hai  ®−êng th¼ng vu«ng gãc 

 
 

1. Gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng 

Cho hai ®−êng th¼ng ,1  2 bÊt k× trong kh«ng 

gian. Tõ ®iÓm O nµo ®ã, ta vÏ hai ®−êng th¼ng 
' ,1  '2  lÇn l−ît song song (hoÆc trïng) víi 

,1  .2  DÔ thÊy r»ng khi ®iÓm O thay ®æi th× 

gãc gi÷a '1  vµ '2  kh«ng thay ®æi (h.93). V× 

vËy ta cã ®Þnh nghÜa sau 

§Þnh nghÜa 1 

Gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng 1  vµ 2  lµ gãc gi÷a hai ®−êng 

th¼ng '1  vµ '2  cïng ®i qua mét ®iÓm vµ lÇn l−ît song song 

(hoÆc trïng) víi 1  vµ 2 . 

NhËn xÐt 

1) §Ó x¸c ®Þnh gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng 1  vµ ,2  ta cã thÓ lÊy ®iÓm O 

nãi trªn thuéc mét trong hai ®−êng th¼ng ®ã. 

2) Gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng kh«ng v−ît qu¸ 90o. 

3) NÕu ,1u


 2u


 lÇn l−ît lµ vect¬ chØ ph−¬ng cña c¸c ®−êng th¼ng ,1  2  vµ 

( , )1 2u u 
 

 th× gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng 1  vµ 2  b»ng  nÕu   90o 

vµ b»ng o180   nÕu .o90   

VÝ dô 1 

Cho h×nh chãp S.ABC cã 

SA  SB  SC AB  AC  a vµ 2BC a . 

TÝnh gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng SC vµ AB (h.94). 

?  C¸c mÆt cña h×nh chãp S.ABC lµ nh÷ng tam 

gi¸c cã g× ®Æc biÖt ? 
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Gi¶i 

C¸ch 1. Ta tÝnh gãc gi÷a hai vect¬ SC


 vµ .AB


 

Ta cã 

. ( ).cos( , )

. 2
SC AB SA AC AB

SC AB
aSC AB


 

     
   

  
. . .

2

2 2

0 12
2

a

SA AB AC AB

a a

 
   

   
 

Suy ra SC AB o( , ) 120 .
 

 

VËy gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng SC vµ AB b»ng 60o. 
C¸ch 2. Gäi M, N, P lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña SA, SB, AC. Khi ®ã MN // AB, 

MP // SC. §Ó tÝnh gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng SC vµ AB, ta cÇn tÝnh NMP . 

Ta cã    MN  MP  ,
2

a
    ,

2
2 3

4

a
SP     ,

2
2 5

4

a
BP   

.
2

2 2 22
2

SB
BP SP NP    

VËy .
2

2 3

4

a
NP   

MÆt kh¸c 

. cos ,2 2 2 2NP NM MP MN MP NMP    

do ®ã    cos ,
. .

2

14
22

2 2

a

NMP
a a

     suy ra  .o120NMP   

VËy gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng SC vµ AB b»ng 60o.         

2. Hai ®−êng th¼ng vu«ng gãc 

§Þnh nghÜa 2 

Hai ®−êng th¼ng ®−îc gäi lµ vu«ng gãc víi nhau nÕu gãc 

gi÷a chóng b»ng 90o. 
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Khi hai ®−êng th¼ng a vµ b vu«ng gãc víi nhau, ta cßn nãi gän lµ hai ®−êng 
th¼ng a vµ b vu«ng gãc, vµ kÝ hiÖu a  b hay b  a. Nh− vËy a  b  . ,0u v 

 
 

ë ®ã u


 vµ v


 lÇn l−ît lµ c¸c vect¬ chØ ph−¬ng cña a vµ b. 

Tõ ®Þnh nghÜa trªn, ta cã nhËn xÐt sau 

NhËn xÐt 
Mét ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi mét trong hai ®−êng th¼ng song song th× 
vu«ng gãc víi ®−êng th¼ng cßn l¹i. 

1 

Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D' cã tÊt c¶ c¸c c¹nh b»ng nhau (h×nh hép nh− thÕ gäi 

lµ h×nh hép thoi). H·y gi¶i thÝch t¹i sao AC  B'D'. 

VÝ dô 2 

Cho h×nh hép thoi ABCD.A'B'C'D' cã tÊt 

c¶ c¸c c¹nh b»ng a vµ 

   .o60ABC B'BA B'BC    

TÝnh diÖn tÝch tø gi¸c A'B'CD. 

Gi¶i (h.95) 

Tr−íc hÕt ta dÔ thÊy A'B'CD lµ h×nh b×nh 
hµnh, ngoµi ra B'C  a  CD nªn A'B'CD 
lµ h×nh thoi. Ta sÏ chøng minh A'B'CD lµ 
h×nh vu«ng. 

ThËt vËy, ta cã 

. ( ).CB' CD CB BB' BA 
    

 . .CB BA BB' BA 
   

 
2 2

0
2 2

a a
    . 

VËy cã CB'  CD, do ®ã A'B'CD lµ h×nh vu«ng. 

Tõ ®ã diÖn tÝch h×nh vu«ng A'B'CD b»ng a2.  

VÝ dô 3 

Cho h×nh tø diÖn ABCD, trong ®ã AB  AC, 
AB  BD. Gäi P vµ Q lµ c¸c ®iÓm lÇn l−ît 

thuéc c¸c ®−êng th¼ng AB vµ CD sao cho 

,PA kPB
 

 QC kQD
 

 (k  1). Chøng 

minh r»ng AB vµ PQ vu«ng gãc víi nhau 

(h.96). 
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2 (§Ó gi¶i vÝ dô 3) 

BiÓu thÞ PQ


 theo ,PA


 ,AC


 CQ


 vµ PQ


 theo ,PB


 ,BD


 DQ


 ®Ó cã 

(1 ) .k PQ AC kBD  
  

 

TÝnh tÝch v« h−íng cña (1 )k PQ


 víi .AB


 Tõ ®ã suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh. 

VÝ dô 4 

TÝnh c¸c gãc gi÷a c¸c cÆp ®−êng th¼ng DA vµ BC, DB vµ AC, DC vµ AB 

cña tø diÖn ABCD, biÕt r»ng DA  BC  a, DB  AC  b, DC  AB  c. 

Gi¶i 

Theo kÕt qu¶ ë vÝ dô 2 §1, ta cã 

.cos( , ) 


  2 2

2
c b

BC DA
a

 

VËy gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng BC vµ AD lµ  mµ .cos 


2 2

2
c b

a
  

T−¬ng tù nh− trªn, nÕu gäi  vµ  lÇn l−ît lµ gãc gi÷a c¸c cÆp ®−êng th¼ng 
AC vµ BD, AB vµ DC th×  

       cos ,
2 2

2
a c

b
 
     .cos 


2 2

2
a b

c
        

C©u hái vµ bµi tËp 

7. Mçi kh¼ng ®Þnh sau cã ®óng kh«ng ? 
a) Hai ®−êng th¼ng cïng vu«ng gãc víi ®−êng th¼ng thø ba th× song song 
víi nhau. 
b) Hai ®−êng th¼ng cïng vu«ng gãc víi ®−êng th¼ng thø ba th× vu«ng gãc 
víi nhau. 

8. a) Cho vect¬ n


 kh¸c 0


 vµ hai vect¬ ,a


 b


 kh«ng cïng ph−¬ng. Chøng minh 

r»ng nÕu vect¬ n


 vu«ng gãc víi c¶ hai vect¬ a


 vµ b


 th× ba vect¬ ,n


 ,a


 b


 
kh«ng ®ång ph¼ng. 

b) Chøng minh r»ng ba vect¬ cïng vu«ng gãc víi vect¬ 0n 


 th× ®ång 
ph¼ng. Tõ ®ã suy ra c¸c ®−êng th¼ng cïng vu«ng gãc víi mét ®−êng th¼ng 
th× cïng song song víi mét mÆt ph¼ng. 
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9. Cho h×nh chãp S.ABC cã SA  SB  SC vµ   .ASB BSC CSA   Chøng minh 

r»ng SA  BC, SB  AC, SC  AB. 

10. Cho h×nh tø diÖn ABCD. Chøng minh r»ng nÕu . . .AB AC AC AD AD AB 
     

 

th× AB  CD, AC  BD, AD  BC. §iÒu ng−îc l¹i cã ®óng kh«ng ? 

11. Cho h×nh tø diÖn ABCD cã AB  AC  AD vµ  ,o60BAC    .o60BAD   

Chøng minh r»ng :  

a) AB  CD ; 

b) NÕu I vµ J lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña AB vµ CD th× IJ  AB vµ IJ  CD. 

§−ê n g  t h¼ n g  v u « n g  g ã c  
víi  mÆt ph¼ng 

 

1. §Þnh nghÜa ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng 

Bµi to¸n 1 

Cho hai ®−êng th¼ng c¾t nhau b vµ c cïng n»m trong mÆt ph¼ng (P). 
Chøng minh r»ng nÕu ®−êng th¼ng a vu«ng gãc víi c¶ b vµ c th× nã vu«ng 

gãc víi mäi ®−êng th¼ng n»m trong (P). 

1 (§Ó gi¶i bµi to¸n 1) 

 KÝ hiÖu ,u


 ,v


 ,w


 r


 lÇn l−ît lµ vect¬ chØ 

ph−¬ng cña c¸c ®−êng th¼ng a, b, c, d, 

trong ®ã d lµ ®−êng th¼ng bÊt k× n»m trong 

(P) (h.97). Gi¶ thiÕt cña bµi to¸n cã nghÜa 

lµ . . 0.u v u w 
   

 

H·y chøng tá . 0.u r 
 

 

Khi a vu«ng gãc víi mäi ®−êng th¼ng n»m trong mÆt ph¼ng (P) th× ta nãi 
r»ng ®−êng th¼ng a vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (P). VËy ta cã ®Þnh nghÜa 
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§Þnh nghÜa 1 
Mét ®−êng th¼ng gäi lµ vu«ng gãc víi mét mÆt ph¼ng nÕu nã 

vu«ng gãc víi mäi ®−êng th¼ng n»m trong mÆt ph¼ng ®ã. 

Khi ®−êng th¼ng a vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (P), ta cßn nãi mÆt ph¼ng (P) 
vu«ng gãc víi a hoÆc a vµ (P) vu«ng gãc víi nhau, vµ kÝ hiÖu a  (P) hoÆc 
(P)  a. 

Tõ bµi to¸n 1 vµ ®Þnh nghÜa trªn, ta cã ®Þnh lÝ sau nãi vÒ ®iÒu kiÖn ®Ó 
®−êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi nhau. 

§Þnh lÝ 1 

NÕu ®−êng th¼ng d vu«ng gãc víi hai ®−êng th¼ng c¾t nhau 

a vµ b cïng n»m trong mÆt ph¼ng (P) th× ®−êng th¼ng d 

vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (P). 

2 

Chøng tá r»ng nÕu mét ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi hai 

c¹nh cña mét tam gi¸c th× nã còng vu«ng gãc víi c¹nh 

thø ba, tøc lµ ph¶i chøng minh (h.98) : 

.
a AB

a BC
a AC

 
  

 

2. C¸c tÝnh chÊt 

Tõ ®Þnh nghÜa nªu trªn, ta cã c¸c tÝnh chÊt sau : 

TÝnh chÊt 1 

Cã duy nhÊt mét mÆt ph¼ng (P) ®i qua mét ®iÓm O cho tr−íc 

vµ vu«ng gãc víi mét ®−êng th¼ng a cho tr−íc. 

TÝnh chÊt 2 

Cã duy nhÊt mét ®−êng th¼ng  ®i qua mét ®iÓm O cho 

tr−íc vµ vu«ng gãc víi mét mÆt ph¼ng (P) cho tr−íc. 

NhËn xÐt 
 MÆt ph¼ng (P) nãi trong tÝnh chÊt 1 ®−îc x¸c ®Þnh bëi hai ®−êng th¼ng ph©n 
biÖt b vµ c cïng ®i qua ®iÓm O vµ cïng vu«ng gãc víi ®−êng th¼ng a (h.99). 
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       H×nh 99           H×nh 100 

 §−êng th¼ng  trong tÝnh chÊt 2 lµ giao tuyÕn 
cña hai mÆt ph¼ng (Q) vµ (R) cïng ®i qua O vµ 
lÇn l−ît vu«ng gãc víi hai ®−êng th¼ng c¾t nhau 
a vµ b n»m trong mÆt ph¼ng (P) (h.100). 

 Tõ tÝnh chÊt 1, ta thÊy cã duy nhÊt mét mÆt 
ph¼ng vu«ng gãc víi AB t¹i trung ®iÓm O cña ®o¹n 
th¼ng AB. MÆt ph¼ng ®ã gäi lµ mÆt ph¼ng trung 
trùc cña ®o¹n th¼ng AB (h.101). 

DÔ thÊy r»ng mÆt ph¼ng trung trùc cña ®o¹n 

th¼ng lµ tËp hîp c¸c ®iÓm c¸ch ®Òu hai ®Çu mót 

cña ®o¹n th¼ng ®ã. 

3 

T×m tËp hîp c¸c ®iÓm c¸ch ®Òu ba ®Ønh cña tam gi¸c ABC. 

Trong ch−¬ng II, ta ®· ®Ò cËp ®Õn quan hÖ song song gi÷a hai ®−êng th¼ng, 
gi÷a ®−êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng, gi÷a hai mÆt ph¼ng. KÕt hîp víi c¸c tÝnh chÊt 
nªu trªn, ta cã thÓ chøng minh ®−îc mét sè tÝnh chÊt nãi vÒ mèi liªn hÖ gi÷a 
quan hÖ song song vµ quan hÖ vu«ng gãc cña ®−êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng. 

3. Liªn hÖ gi÷a quan hÖ song song vμ quan hÖ vu«ng gãc cña ®−êng 

th¼ng vμ mÆt ph¼ng 

TÝnh chÊt 3 (h.102) 

a) MÆt ph¼ng nµo vu«ng gãc víi mét trong hai ®−êng th¼ng 

song song th× còng vu«ng gãc víi ®−êng th¼ng cßn l¹i. 

b) Hai ®−êng th¼ng ph©n biÖt cïng vu«ng gãc víi mét mÆt 

ph¼ng th× song song víi nhau. 
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TÝnh chÊt 3 ®−îc viÕt gän lµ : 

//
( )

( )

  

a b
P b

P a

  ; 

( )
( ) // .

a P

b P a b

a b

 
 
 


           

TÝnh chÊt 4 (h.103) 

a) §−êng th¼ng nµo vu«ng gãc víi mét trong hai mÆt ph¼ng 

song song th× còng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng cßn l¹i. 

b) Hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt cïng vu«ng gãc víi mét ®−êng 

th¼ng th× song song víi nhau. 

TÝnh chÊt 4 ®−îc viÕt gän lµ : 

( ) //( )
( )

( )
P Q

a Q
a P


  

  ; 

( )
( ) ( ) //( ).
( ) ( )

P a

Q a P Q

P Q

 
 
 


 

NhËn xÐt 

Trong tÝnh chÊt 3, nÕu ta thay c¸c côm tõ 
"mÆt ph¼ng" thµnh "®−êng th¼ng", "®−êng 
th¼ng" thµnh "mÆt ph¼ng", cßn c¸c tõ kh¸c gi÷ nguyªn th× ta cã tÝnh chÊt 4. 

TÝnh chÊt 5 (h.104) 

a) Cho ®−êng th¼ng a vµ mÆt ph¼ng (P) song song víi nhau. 

§−êng th¼ng nµo vu«ng gãc víi (P) th× còng vu«ng gãc víi a. 

b) NÕu mét ®−êng th¼ng vµ mét mÆt ph¼ng (kh«ng chøa 

®−êng th¼ng ®ã) cïng vu«ng gãc víi mét ®−êng th¼ng th× 

chóng song song víi nhau. 
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TÝnh chÊt 5 ®−îc viÕt gän lµ : 

// ( )
( )

a P
b a

b P


  

  ; 

( )

( )

a P

a b

P b

 
 
 


  a // (P). 

4. §Þnh lÝ ba ®−êng vu«ng gãc  

PhÐp chiÕu vu«ng gãc 

Mét tr−êng hîp th−êng gÆp cña phÐp chiÕu song song lµ phÐp chiÕu 
vu«ng gãc. 

§Þnh nghÜa 2 
PhÐp chiÕu song song lªn mÆt ph¼ng (P) theo ph−¬ng l vu«ng gãc 

víi mÆt ph¼ng (P) gäi lµ phÐp chiÕu vu«ng gãc lªn mÆt ph¼ng (P). 

V× phÐp chiÕu vu«ng gãc lªn mÆt ph¼ng (P) lµ tr−êng hîp ®Æc biÖt cña phÐp 
chiÕu song song nªn nã cã mäi tÝnh chÊt cña phÐp chiÕu song song. PhÐp 

chiÕu vu«ng gãc lªn mÆt ph¼ng (P) cßn ®−îc gäi ®¬n gi¶n lµ phÐp chiÕu lªn 
mÆt ph¼ng (P). NÕu H ' lµ h×nh chiÕu vu«ng gãc cña h×nh H trªn mp(P) th× ta 

còng nãi H ' lµ h×nh chiÕu cña H trªn mÆt ph¼ng (P). 

§Þnh lÝ ba ®−êng vu«ng gãc 

§Þnh lÝ 2 

Cho ®−êng th¼ng a kh«ng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (P) vµ 

®−êng th¼ng b n»m trong (P). Khi ®ã, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó b 

vu«ng gãc víi a lµ b vu«ng gãc víi h×nh chiÕu a' cña a trªn (P). 

Chøng minh 

NÕu a n»m trong (P) th× kÕt qu¶ lµ hiÓn nhiªn. 

NÕu a kh«ng n»m trong (P) th× ta lÊy hai 
®iÓm ph©n biÖt A vµ B thuéc a. Gäi A' vµ 
B' lÇn l−ît lµ h×nh chiÕu cña A vµ B trªn 
(P), khi ®ã h×nh chiÕu a' cña ®−êng th¼ng 
a trªn (P) chÝnh lµ ®−êng th¼ng ®i qua hai 
®iÓm A' vµ B' (h.105). 
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V× b  (P) nªn b  AA'. 

VËy nÕu b  a th× b  mp(a', a), do ®ã b  a'. 

Ng−îc l¹i, nÕu b  a' th× b  mp(a', a), do ®ã b  a.         

5. Gãc gi÷a ®−êng th¼ng vμ mÆt ph¼ng 

Cho ®−êng th¼ng a vµ mÆt ph¼ng (P). Ta cã ®Þnh nghÜa sau (h.106) 

 

 
 

 
 

 

a)            b) 

H×nh 106 

§Þnh nghÜa 3 
NÕu ®−êng th¼ng a vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (P) th× ta nãi 

r»ng gãc gi÷a ®−êng th¼ng a vµ mÆt ph¼ng (P) b»ng 90o
. 

NÕu ®−êng th¼ng a kh«ng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (P) th× 

gãc gi÷a a vµ h×nh chiÕu a' cña nã trªn (P) gäi lµ gãc gi÷a 

®−êng th¼ng a vµ mÆt ph¼ng (P). 

L−u ý r»ng gãc gi÷a ®−êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng kh«ng v−ît qu¸ 90o. 

VÝ dô 

Cho h×nh chãp S.ABCD cã ®¸y lµ h×nh vu«ng, SA  mp(ABCD). 

1. Gäi M vµ N lÇn l−ît lµ h×nh chiÕu cña ®iÓm A trªn c¸c ®−êng th¼ng SB 

vµ SD. 

a) Chøng minh r»ng MN // BD vµ SC  (AMN). 

b) Gäi K lµ giao ®iÓm cña SC víi mp(AMN). Chøng minh tø gi¸c AMKN 
cã hai ®−êng chÐo vu«ng gãc. 

2. TÝnh gãc gi÷a ®−êng th¼ng SC vµ mÆt ph¼ng (ABCD) khi ,2SA a  

AB  a. 
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Gi¶i (h.107) 

1. a) Hai tam gi¸c vu«ng SAB vµ SAD 
b»ng nhau cã c¸c ®−êng cao t−¬ng 

øng lµ AM vµ AN nªn BM  DN. MÆt 
kh¸c, tam gi¸c SBD c©n t¹i ®Ønh S 
nªn MN song song víi BD. 

Ta cã BC  (SAB) nªn BC  AM ; mÆt 

kh¸c SB  AM, do ®ã AM  SC. 

T−¬ng tù, AN  SC. VËy SC  (AMN). 

b) Do MN // BD mµ BD  (SAC) nªn 

MN  (SAC), tõ ®ã MN  AK. 

2. Ta cã AC lµ h×nh chiÕu cña SC trªn mÆt ph¼ng (ABCD). MÆt kh¸c 

,2AC a  2SA a  nªn  .o45SCA   VËy, gãc gi÷a SC vµ mÆt ph¼ng 

(ABCD) b»ng 45o.                     

C©u hái vµ bµi tËp 

12. Kh¼ng ®Þnh "Mét ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi hai ®−êng th¼ng ph©n biÖt 
trong mÆt ph¼ng (P) th× nã vu«ng gãc víi (P)" cã ®óng kh«ng ? V× sao ? 

13. Cho hai ®−êng th¼ng a, b vµ mÆt ph¼ng (P). C¸c mÖnh ®Ò sau ®óng hay sai ? 

a) NÕu a // (P) vµ b  (P) th× b  a. 

b) NÕu a // (P) vµ b  a th× b  (P). 

c) NÕu a // (P), b // a th× b // (P). 

14. Cho ®iÓm S cã h×nh chiÕu trªn mp(P) lµ H. Víi ®iÓm M bÊt k× trªn (P) 
(M kh«ng trïng H), ta gäi ®o¹n th¼ng SM lµ ®−êng xiªn, ®o¹n th¼ng HM lµ 
h×nh chiÕu cña ®−êng xiªn ®ã. Chøng minh r»ng : 

a) Hai ®−êng xiªn b»ng nhau khi vµ chØ khi hai h×nh chiÕu cña chóng 
b»ng nhau. 

b) Víi hai ®−êng xiªn cho tr−íc, ®−êng xiªn nµo dµi h¬n th× cã h×nh chiÕu 
dµi h¬n vµ ng−îc l¹i, ®−êng xiªn nµo cã h×nh chiÕu dµi h¬n th× dµi h¬n. 

15. Cho tø diÖn ABCD. T×m ®iÓm O c¸ch ®Òu bèn ®Ønh cña tø diÖn. 
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16. Cho h×nh tø diÖn ABCD cã AB, BC, CD ®«i mét vu«ng gãc vµ AB  a, 
BC  b, CD  c. 

a) TÝnh ®é dµi AD.      b) ChØ ra ®iÓm c¸ch ®Òu A, B, C, D. 

17. Cho h×nh tø diÖn OABC cã ba c¹nh OA, OB, OC ®«i mét vu«ng gãc. 

a) Chøng minh tam gi¸c ABC cã ba gãc nhän. 

b) Chøng minh r»ng h×nh chiÕu H cña ®iÓm O trªn mp(ABC) trïng víi trùc 
t©m tam gi¸c ABC. 

c) Chøng minh r»ng .
2 2 2 2

1 1 1 1

OH OA OB OC
    

18. Cho h×nh chãp S.ABC cã SA  mp(ABC) vµ tam gi¸c ABC kh«ng vu«ng. Gäi 
H vµ K lÇn l−ît lµ trùc t©m cña c¸c tam gi¸c ABC vµ SBC. Chøng minh r»ng : 

a) AH, SK, BC ®ång quy ; 

b) SC  mp(BHK) ; 

c) HK  mp(SBC). 

19. Cho h×nh chãp S.ABC cã ®¸y lµ tam gi¸c ®Òu c¹nh a vµ SA  SB  SC  b. 
Gäi G lµ träng t©m tam gi¸c ABC.  

a) Chøng minh r»ng SG  (ABC). TÝnh SG. 

b) XÐt mÆt ph¼ng (P) ®i qua A vµ vu«ng gãc víi ®−êng th¼ng SC. T×m hÖ 
thøc liªn hÖ gi÷a a vµ b ®Ó (P) c¾t SC t¹i ®iÓm 1C  n»m gi÷a S vµ C. Khi ®ã 

h·y tÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn cña h×nh chãp S.ABC khi c¾t bëi mp(P). 

20. a) Cho tø diÖn ABCD cã AB  CD, AC  BD. Chøng minh r»ng AD  BC. 
VËy, c¸c c¹nh ®èi diÖn cña tø diÖn ®ã vu«ng gãc víi nhau. Tø diÖn nh− thÕ 
gäi lµ tø diÖn trùc t©m. 

b) Chøng minh c¸c mÖnh ®Ò sau ®©y lµ t−¬ng ®−¬ng : 

i) ABCD lµ tø diÖn trùc t©m. 

ii) Ch©n ®−êng cao cña tø diÖn h¹ tõ mét ®Ønh trïng víi trùc t©m cña mÆt 
®èi diÖn. 

iii) 2 2 2 2 2 2AB CD AC BD AD BC     . 

c) Chøng minh r»ng bèn ®−êng cao cña tø diÖn trùc t©m ®ång quy t¹i mét 
®iÓm. §iÓm ®ã gäi lµ trùc t©m cña tø diÖn nãi trªn. 
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H a i  m Æ t  ph¼ n g  v u « n g  g ã c  

 

1. Gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng 

Cho hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q). LÊy hai 
®−êng th¼ng a vµ b lÇn l−ît vu«ng gãc víi 
(P) vµ (Q) (h.108). Khi ®ã, gãc gi÷a hai 
®−êng th¼ng a vµ b kh«ng phô thuéc vµo 
c¸ch lùa chän chóng vµ ®−îc gäi lµ gãc 
gi÷a hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q). 

§Þnh nghÜa 1 
Gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng lµ 
gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng 
lÇn l−ît vu«ng gãc víi hai 
mÆt ph¼ng ®ã. 

C¸ch x¸c ®Þnh gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng 

?1  Khi hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) song song hoÆc trïng nhau th× gãc gi÷a 

chóng b»ng bao nhiªu ? 

B©y giê, gi¶ sö (P) vµ (Q) c¾t nhau 
theo giao tuyÕn . Ta vÏ mét mÆt 
ph¼ng (R) vu«ng gãc víi  vµ gäi p, 
q lÇn l−ît lµ giao tuyÕn cña (R) víi 
(P) vµ (R) víi (Q). Khi ®ã, gãc gi÷a 
(P) vµ (Q) b»ng gãc gi÷a p vµ q. 

ThËt vËy, trong mp(R), xÐt c¸c 
®−êng th¼ng a vµ b lÇn l−ît vu«ng 
gãc víi p vµ q th× a  (P), b  (Q) 
vµ dÔ thÊy gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng 
a, b b»ng gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng 
p, q (h.109). Nh− vËy ta cã : 

     Chó ý  
Khi hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) c¾t nhau theo giao tuyÕn , ®Ó tÝnh 
gãc gi÷a chóng, ta chØ viÖc xÐt mét mÆt ph¼ng (R) vu«ng gãc víi 
, lÇn l−ît c¾t (P) vµ (Q) theo c¸c giao tuyÕn p vµ q. Lóc ®ã, gãc 
gi÷a (P) vµ (Q) b»ng gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng p, q. 
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VÝ dô 

Cho h×nh chãp S.ABC cã SA  (ABC). Gäi  
lµ gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng (ABC) vµ (SBC). 
Chøng minh r»ng .cos ,ABC SBCS S   ë ®©y 

kÝ hiÖu SABC lµ diÖn tÝch tam gi¸c ABC. 

Gi¶i (h.110) 
KÎ ®−êng cao AH cña tam gi¸c ABC. Do 

SA  mp(ABC) nªn SH  BC. Suy ra SHA   

vµ AH = SH.cos. Tõ ®ã ta cã 

    . . .cos .cos .  
1 1

2 2ABC SBCS BC AH BC SH S        

Më réng kÕt qu¶ cña vÝ dô trªn, ta cã ®Þnh lÝ tæng qu¸t sau ®©y : 

§Þnh lÝ 1 

Gäi S lµ diÖn tÝch cña ®a gi¸c H trong mÆt ph¼ng (P) vµ S' 

lµ diÖn tÝch h×nh chiÕu H ' cña H trªn mÆt ph¼ng (P') th× 

.cos ,S' S   trong ®ã  lµ gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng (P) vµ (P'). 

2. Hai mÆt ph¼ng vu«ng gãc 

§Þnh nghÜa 2 
Hai mÆt ph¼ng gäi lµ vu«ng gãc víi nhau nÕu gãc gi÷a chóng 

b»ng 90o. 

Khi hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) vu«ng gãc víi nhau 
th× ta cßn nãi gän lµ hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) 
vu«ng gãc, kÝ hiÖu (P)  (Q) hay (Q)  (P). 
1 

Cho h×nh tø diÖn ABCD cã AB, AC, AD ®«i mét vu«ng 
gãc (h.111). H·y chØ ra c¸c ®−êng th¼ng lÇn l−ît vu«ng 

gãc víi c¸c mÆt ph¼ng (ABC), (ACD), (ABD) vµ tõ ®ã 
suy ra c¸c mÆt ph¼ng Êy ®«i mét vu«ng gãc. 

§iÒu kiÖn ®Ó hai mÆt ph¼ng vu«ng gãc 

§Þnh lÝ d−íi ®©y nãi vÒ mét ®iÒu kiÖn ®Ó hai mÆt ph¼ng vu«ng gãc. 

§Þnh lÝ 2 

NÕu mét mÆt ph¼ng chøa mét ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi mét 
mÆt ph¼ng kh¸c th× hai mÆt ph¼ng ®ã vu«ng gãc víi nhau. 
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Chøng minh (h.112) 

Gi¶ sö (P) lµ mÆt ph¼ng chøa ®−êng th¼ng a 
mµ a vu«ng gãc víi mp(Q). Gäi H lµ giao 
®iÓm cña a vµ (Q) th× H thuéc giao tuyÕn c 
cña (P) vµ (Q). Trong (Q), kÎ ®−êng th¼ng b 
®i qua H vµ vu«ng gãc víi c. Khi ®ã, gãc 
gi÷a (P) vµ (Q) chÝnh lµ gãc gi÷a a vµ b. V× 
a  (Q) nªn a  b, tõ ®ã suy ra hai mÆt 
ph¼ng (P) vµ (Q) vu«ng gãc víi nhau.    

Ng−îc l¹i, nÕu cho hai mÆt ph¼ng vu«ng gãc 
víi nhau th× mÆt ph¼ng nµy cã chøa ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng 
kia hay kh«ng ? §Þnh lÝ 3 sau ®©y tr¶ lêi c©u hái ®ã. 

TÝnh chÊt cña hai mÆt ph¼ng vu«ng gãc 

§Þnh lÝ 3 

NÕu hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) vu«ng gãc víi nhau th× bÊt cø 
®−êng th¼ng a nµo n»m trong (P), vu«ng gãc víi giao tuyÕn 
cña (P) vµ (Q) ®Òu vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (Q). 

Chøng minh (h.112) 

Gäi c lµ giao tuyÕn cña (P) vµ (Q), H lµ giao ®iÓm cña a vµ c. Trong 
mp(Q), kÎ ®−êng th¼ng b ®i qua ®iÓm H vµ vu«ng gãc víi c. Khi ®ã, gãc 
gi÷a (P) vµ (Q) chÝnh lµ gãc gi÷a a vµ b. V× (P)  (Q) nªn a  b. Nh− vËy, 
ta cã ®−êng th¼ng a vu«ng gãc víi hai ®−êng th¼ng b, c c¾t nhau cïng 
thuéc (Q), suy ra a  (Q).                  

Tõ ®Þnh lÝ 2 vµ ®Þnh lÝ 3, ta dÔ dµng suy ra c¸c hÖ qu¶ sau : 

HÖ qu¶ 1 (h.113) 
NÕu hai mÆt ph¼ng (P) vµ (Q) vu«ng gãc víi nhau vµ A lµ 
mét ®iÓm n»m trong (P) th× ®−êng th¼ng a ®i qua ®iÓm A vµ 
vu«ng gãc víi (Q) sÏ n»m trong (P). 

HÖ qu¶ 1 ®−îc viÕt gän lµ : 

  (P)  (Q) 
  A  (P) 
  a  (Q) 
  A  a 

                H×nh 113 
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HÖ qu¶ 2 (h.114) 

NÕu hai mÆt ph¼ng c¾t nhau vµ cïng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng 

thø ba th× giao tuyÕn cña chóng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng thø ba. 

HÖ qu¶ 2 ®−îc viÕt gän lµ : 

  (P)  (Q)  a 

  (P)  (R)       a  (R). 

  (Q)  (R) 

 

 
 

            H×nh 114 

Tõ ®Þnh lÝ 2, ta nhËn thÊy nÕu ®−êng 
th¼ng a vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (P) 
th× qua a cã v« sè mÆt ph¼ng 
vu«ng gãc víi (P) (h.115). VËy 
khi a kh«ng vu«ng gãc víi (P) th× 
cã bao nhiªu mÆt ph¼ng chøa a vµ 
vu«ng gãc víi (P) ? 

HÖ qu¶ sau sÏ tr¶ lêi c©u hái ®ã. 

 

HÖ qu¶ 3                   

Qua ®−êng th¼ng a kh«ng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (P) cã 

duy nhÊt mét mÆt ph¼ng (Q) vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (P). 

 

2 (§Ó chøng minh hÖ qu¶ 3) 

  LÊy ®iÓm O thuéc a, dùng ®−êng th¼ng 

b ®i qua ®iÓm O vµ vu«ng gãc víi (P). 
H·y chøng tá mp(a, b) chÝnh lµ mp(Q) 
ph¶i t×m (h.116). 

  Sö dông hÖ qu¶ 2 ®Ó chøng minh tÝnh 

duy nhÊt cña mÆt ph¼ng (Q). 
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3. H×nh l¨ng trô ®øng. H×nh hép ch÷ nhËt. H×nh lËp ph−¬ng 

Trong ch−¬ng II, ta ®· nªu ®Þnh nghÜa h×nh l¨ng trô. ë phÇn nµy, ta sÏ xÐt 
mét sè h×nh l¨ng trô ®Æc biÖt. 

§Þnh nghÜa 3 H×nh vÏ ?2  

H×nh l¨ng trô ®øng 

Lµ h×nh l¨ng trô cã c¹nh 

bªn vu«ng gãc víi mÆt 

®¸y (h.117). 

 

 

 

 

 

 

H×nh 117 

  C¸c mÆt bªn cña h×nh 

l¨ng trô ®øng lµ h×nh g× ? 

 C¸c mÆt bªn cña h×nh 

l¨ng trô ®øng cã vu«ng 

gãc víi mÆt ®¸y kh«ng ? 

H×nh l¨ng trô ®Òu 

Lµ h×nh l¨ng trô ®øng cã 

®¸y lµ ®a gi¸c ®Òu 

(h.118). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 118 

C¸c mÆt bªn cña h×nh 

l¨ng trô ®Òu cã b»ng 

nhau kh«ng ? 

H×nh hép ®øng 

Lµ h×nh l¨ng trô ®øng cã 

®¸y lµ h×nh b×nh hµnh 

(h.119). 

 

 

 

 

 

 

H×nh 119 

H×nh hép ®øng cã bao 

nhiªu mÆt lµ h×nh 

ch÷ nhËt ? 

H×nh hép ch÷ nhËt 

Lµ h×nh hép ®øng cã 

®¸y lµ h×nh ch÷ nhËt 

(h.120) 

 

 

 

 

 

H×nh 120 

S¸u mÆt cña h×nh hép ch÷ 

nhËt cã ph¶i lµ nh÷ng 

h×nh ch÷ nhËt kh«ng ? 

Ng−îc l¹i, mét h×nh hép 

mµ s¸u mÆt cña nã lµ h×nh 

ch÷ nhËt cã ph¶i lµ h×nh 

hép ch÷ nhËt kh«ng ? 
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§Þnh nghÜa 3 H×nh vÏ ?2  

H×nh lËp ph−¬ng 

Lµ h×nh hép ch÷ nhËt cã 

tÊt c¶ c¸c c¹nh b»ng 

nhau (h.121). 

 

 

 

 

 

H×nh 121 

H×nh hép ch÷ nhËt mµ 

diÖn tÝch c¸c mÆt ®Òu 

b»ng nhau cã ph¶i lµ 

h×nh lËp ph−¬ng hay 

kh«ng ? 

Bµi to¸n 

TÝnh ®é dµi ®−êng chÐo cña h×nh hép ch÷ nhËt khi biÕt ®é dµi ba c¹nh xuÊt 
ph¸t tõ mét ®Ønh lµ a, b, c (a, b, c gäi lµ ba kÝch th−íc cña h×nh hép ch÷ nhËt). 

Gi¶i (h.122) 

Tõ     AC' AB AD AA'  
   

 

vµ    . . . 0AB AD AB AA' AD AA'  
     

 

ta cã      
2 2 2 2AC' a b c  


 

hay    .2 2 2AC' a b c            H×nh 122 

T−¬ng tù c¸c ®−êng chÐo cßn l¹i còng b»ng .2 2 2a b c        

?3  §é dµi ®−êng chÐo cña h×nh lËp ph−¬ng c¹nh a b»ng bao nhiªu ? 

4. H×nh chãp ®Òu vμ h×nh chãp côt ®Òu 

§Þnh nghÜa 4 
Mét h×nh chãp ®−îc gäi lµ h×nh chãp ®Òu nÕu ®¸y cña nã lµ 
®a gi¸c ®Òu vµ c¸c c¹nh bªn b»ng nhau. 
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Ta biÕt r»ng ®èi víi mét h×nh chãp bÊt k×, ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi mÆt 
®¸y kÎ tõ ®Ønh gäi lµ ®−êng cao cña h×nh chãp. 

?4  C¸c kÕt qu¶ sau ®©y vÒ h×nh chãp ®Òu cã ®óng kh«ng ? V× sao ? 

 Mét h×nh chãp lµ h×nh chãp ®Òu khi vµ chØ khi ®¸y cña nã lµ ®a gi¸c ®Òu 

vµ ®−êng cao cña h×nh chãp ®i qua t©m cña ®¸y (t©m cña ®a gi¸c ®Òu 

chÝnh lµ t©m ®−êng trßn ngo¹i tiÕp vµ néi tiÕp ®a gi¸c ®ã). 

 Mét h×nh chãp lµ h×nh chãp ®Òu khi vµ chØ khi ®¸y cña nã lµ ®a gi¸c ®Òu 

vµ c¸c c¹nh bªn t¹o víi mÆt ®¸y c¸c gãc b»ng nhau. 

§Þnh nghÜa 5 
Khi c¾t h×nh chãp ®Òu bëi mét 

mÆt ph¼ng song song víi ®¸y 

®Ó ®−îc mét h×nh chãp côt th× 

h×nh chãp côt ®ã ®−îc gäi lµ 

h×nh chãp côt ®Òu. 

§o¹n nèi t©m cña hai ®¸y ®−îc gäi lµ 
®−êng cao cña h×nh chãp côt ®Òu. 

?5  T¹i sao trong h×nh chãp côt ®Òu, c¸c mÆt 

bªn lµ nh÷ng h×nh thang c©n b»ng nhau ? 

Em cã  b iÕ t  

Kim tù th¸p Ai CËp 

NhiÒu Kim tù th¸p (tõ 

H¸n - ViÖt nghÜa lµ c¸i 

th¸p h×nh ch÷ kim , 

tøc lµ h×nh chãp) ®· ®−îc 

x©y dùng ë Ai CËp b¾t 

®Çu kho¶ng 2500 n¨m 

tr−íc c«ng nguyªn. C¸c 

th¸p ®ã lµ nh÷ng ng«i mé 

cña vua, hoµng hËu, ... 
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Kim tù th¸p Kª-èp (ChÐops) (ë h×nh trªn) lµ th¸p lín nhÊt. Nã ®−îc coi lµ mét 

trong b¶y k× quan cña thÕ giíi. §ã lµ mét h×nh chãp tø gi¸c ®Òu, ®¸y lµ mét h×nh 

vu«ng cã c¹nh dµi kho¶ng 230m, ngµy x−a cã chiÒu cao kho¶ng 147m, ngµy 

nay chØ cßn cao 138m do bÞ xãi mßn ë ®Ønh. Trong h¬n 4000 n¨m, ®ã lµ kiÕn tróc 

cao nhÊt thÕ giíi. M·i ®Õn thêi Trung cæ míi cã mét sè nhµ thê cao h¬n. Th¸p 

nÆng kho¶ng 6 triÖu tÊn vµ ®−îc t¹o thµnh bëi h¬n 2 300 000 t¶ng ®¸. 

ë bªn trong kim tù th¸p Kª-èp cã "buång cña vua" d¹ng h×nh hép ch÷ nhËt, dµi 

20 "c¸nh tay", réng 10 "c¸nh tay", cao 11,18 "c¸nh tay" ("c¸nh tay" lµ ®¬n vÞ ®é 

dµi thêi cæ, xÊp xØ 52,5cm). Sè ®o kh¸ lÎ 11,18 nµy ®· hÊp dÉn c¸c nhµ kh¶o cøu : 

ph¶i ch¨ng cã thÓ gi¶i thÝch ®iÒu nµy khi tÝnh ®é dµi ®−êng chÐo h×nh hép vµ ®é 

dµi ®−êng chÐo mÆt bªn cña h×nh hép ®ã ? 

C©u hái vµ bµi tËp 

21. C¸c mÖnh ®Ò sau ®óng hay sai ? 
a) Hai mÆt ph¼ng cïng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng thø ba th× song song 
víi nhau ; 
b) Hai mÆt ph¼ng cïng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng thø ba th× vu«ng gãc 
víi nhau ; 
c) Qua mét ®−êng th¼ng cho tr−íc cã duy nhÊt mét mÆt ph¼ng vu«ng gãc 
víi mét mÆt ph¼ng cho tr−íc ; 
d) Cã duy nhÊt mét mÆt ph¼ng ®i qua mét ®iÓm cho tr−íc vµ vu«ng gãc víi 
hai mÆt ph¼ng c¾t nhau cho tr−íc ; 
e) C¸c mÆt ph¼ng cïng ®i qua mét ®iÓm cho tr−íc vµ vu«ng gãc víi mét 
mÆt ph¼ng cho tr−íc th× lu«n ®i qua mét ®−êng th¼ng cè ®Þnh ; 
f) H×nh l¨ng trô cã hai mÆt bªn lµ h×nh ch÷ nhËt lµ h×nh l¨ng trô ®øng ; 
g) H×nh chãp cã ®¸y lµ ®a gi¸c ®Òu vµ ba c¹nh bªn b»ng nhau lµ h×nh chãp ®Òu. 

22. Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D' cã AB  a, BC  b, CC'  c. NÕu 

AC'  BD' B'D  2 2 2a b c   

th× h×nh hép ®ã cã ph¶i lµ h×nh hép ch÷ nhËt kh«ng ? V× sao ? 

23. Cho h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' cã c¹nh b»ng a. 
a) Chøng minh r»ng AC' vu«ng gãc víi hai mÆt ph¼ng (A'BD) vµ (B'CD'). 
b) C¾t h×nh lËp ph−¬ng bëi mÆt ph¼ng trung trùc cña AC'. Chøng minh thiÕt 
diÖn t¹o thµnh lµ mét lôc gi¸c ®Òu. TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn ®ã. 

24. Cho h×nh chãp S.ABCD cã ®¸y lµ h×nh vu«ng c¹nh a vµ SA  (ABCD), SA  x. 

X¸c ®Þnh x ®Ó hai mÆt ph¼ng (SBC) vµ (SDC) t¹o víi nhau gãc 60o. 
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25. Cho hai mÆt ph¼ng vu«ng gãc (P) vµ (Q) cã giao tuyÕn . LÊy A, B cïng thuéc 

 vµ lÊy C  (P), D  (Q) sao cho AC  AB, BD  AB vµ AB  AC  BD. 

X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña tø diÖn ABCD khi c¾t bëi mÆt ph¼ng () ®i qua 

®iÓm A vµ vu«ng gãc víi CD. TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn khi AC  AB  BD  a. 

26. H×nh hép ABCD.A'B'C'D' lµ h×nh hép g× nÕu tho¶ m·n mét trong c¸c ®iÒu 
kiÖn sau ? 

a) Tø diÖn AB'CD' cã c¸c c¹nh ®èi b»ng nhau ; 

b) Tø diÖn AB'CD' cã c¸c c¹nh ®èi vu«ng gãc ; 

c) Tø diÖn AB'CD' lµ tø diÖn ®Òu. 

27. Cho hai tam gi¸c ACD, BCD n»m trªn hai mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi nhau 

vµ AC  AD  BC  BD  a, CD  2x. Gäi I, J lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña 
AB vµ CD. 

a) TÝnh AB, IJ theo a vµ x. 

b) Víi gi¸ trÞ nµo cña x th× hai mÆt ph¼ng (ABC) vµ (ABD) vu«ng gãc ? 

28. Cho tam gi¸c ABC vµ mÆt ph¼ng (P). BiÕt gãc gi÷a mp(P) vµ mp(ABC) 

lµ  (  90o) ; h×nh chiÕu cña tam gi¸c ABC trªn mp(P) lµ tam gi¸c A'B'C'. 

Chøng minh r»ng  

SA'B'C'  SABC . cos. 

H−íng dÉn. XÐt hai tr−êng hîp : 

a) Tam gi¸c ABC cã mét c¹nh song song hoÆc n»m trong mp(P) ; 

b) Tam gi¸c ABC kh«ng cã c¹nh nµo song song hay n»m trong mp(P). 

K h o ¶ n g  c ¸ c h  

 

1. Kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm ®Õn mét mÆt ph¼ng, ®Õn mét ®−êng th¼ng 

§Ó ®i ®Õn kh¸i niÖm kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm ®Õn mét mÆt ph¼ng hoÆc 
mét ®−êng th¼ng, ta xÐt h×nh chiÕu vu«ng gãc cña ®iÓm ®ã trªn mÆt ph¼ng 

5 
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hoÆc ®−êng th¼ng. Trªn h×nh 125a), ta cã H lµ h×nh chiÕu cña M trªn 
mp(P) vµ trªn h×nh 125b), ta cã H lµ h×nh chiÕu cña M trªn ®−êng th¼ng . 

 

 

 
 

 

H×nh 125 

Ta cã ®Þnh nghÜa sau : 

§Þnh nghÜa 1 

Kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M ®Õn mÆt ph¼ng (P) (hoÆc ®Õn ®−êng 
th¼ng ) lµ kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm M vµ H, trong ®ã H lµ 

h×nh chiÕu cña ®iÓm M trªn mÆt ph¼ng (P) (hoÆc trªn ®−êng 

th¼ng ). 

Kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M ®Õn mÆt ph¼ng (P) ®−îc kÝ hiÖu lµ d(M ; (P)). 

Kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm M ®Õn ®−êng th¼ng  ®−îc kÝ hiÖu lµ d(M ; ). 

?1  Trong c¸c kho¶ng c¸ch tõ M ®Õn mét ®iÓm bÊt k× thuéc mÆt ph¼ng (P), 
kho¶ng c¸ch nµo lµ nhá nhÊt ? 

?2  Còng c©u hái nh− trªn nÕu thay mÆt ph¼ng (P) bëi ®−êng th¼ng . 

2. Kho¶ng c¸ch gi÷a ®−êng th¼ng vμ mÆt ph¼ng song song, gi÷a hai 

mÆt ph¼ng song song 

Cho ®−êng th¼ng a song song víi mÆt ph¼ng 
(P). Víi hai ®iÓm A, B bÊt k× trªn a, hiÓn 
nhiªn ta cã d(A ; (P))  d(B ; (P)) (h.126). 
Nh− vËy, d(A ; (P)) kh«ng phô thuéc vµo vÞ 
trÝ cña ®iÓm A khi A thay ®æi trªn a. Tõ ®ã ta 
cã ®Þnh nghÜa 

§Þnh nghÜa 2 

Kho¶ng c¸ch gi÷a ®−êng th¼ng 

 

 

 

 

 

 

H×nh 126 
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a vµ mÆt ph¼ng (P) song song víi a lµ kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm 

nµo ®ã cña a ®Õn mÆt ph¼ng (P). 

KÝ hiÖu kho¶ng c¸ch gi÷a ®−êng th¼ng a vµ mÆt ph¼ng (P) song song víi 
nã lµ d(a ; (P)). 

?3  Khi ®−êng th¼ng a song song víi mÆt ph¼ng (P), trong c¸c kho¶ng c¸ch tõ mét 

®iÓm bÊt k× cña a ®Õn mét ®iÓm bÊt k× cña (P), kho¶ng c¸ch nµo lµ nhá nhÊt ? 

Cho hai mÆt ph¼ng song song (P) vµ (Q). Khi 
Êy, dÔ thÊy d(A ; (Q))  d(B ; (Q)) víi A, B lµ 
hai ®iÓm bÊt k× thuéc (P), tøc lµ d(A ; (Q)) 
kh«ng phô thuéc vµo vÞ trÝ cña ®iÓm A khi A 
thay ®æi trªn (P) (h.127). 

Tõ ®ã ta cã ®Þnh nghÜa  

§Þnh nghÜa 3 

Kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng song song lµ kho¶ng c¸ch 

tõ mét ®iÓm bÊt k× cña mÆt ph¼ng nµy ®Õn mÆt ph¼ng kia. 

KÝ hiÖu kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng song song (P) vµ (Q) lµ d((P) ; (Q)) 
th× d((P) ; (Q))  d(A ; (Q))  d(C ; (P)), trong ®ã A lµ mét ®iÓm nµo ®ã 
thuéc (P) vµ C lµ mét ®iÓm nµo ®ã thuéc (Q). 

?4  Trong c¸c kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm bÊt k× lÇn l−ît thuéc hai mÆt ph¼ng 

song song, kho¶ng c¸ch nµo lµ nhá nhÊt ? 

3. Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng chÐo nhau 

Bµi to¸n 

Cho hai ®−êng th¼ng chÐo nhau a vµ b. T×m ®−êng th¼ng c c¾t c¶ a vµ b 

®ång thêi vu«ng gãc víi c¶ a vµ b. 

Gi¶i 

Do a vµ b chÐo nhau nªn cã duy nhÊt 
mÆt ph¼ng (Q) chøa ®−êng th¼ng b vµ 
song song víi ®−êng th¼ng a. 

MÆt ph¼ng (P) ®i qua a vµ vu«ng gãc 
víi (Q) c¾t ®−êng th¼ng b t¹i ®iÓm J. 
Gäi c lµ ®−êng th¼ng ®i qua J vµ vu«ng 
gãc víi (Q) th× c n»m trong mp(P), do 
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®ã c c¾t a t¹i ®iÓm I. Khi Êy c lµ ®−êng th¼ng ph¶i t×m (h.128).    
  

Chøng minh tÝnh duy nhÊt cña ®−êng th¼ng c trong bµi to¸n trªn. 

ThuËt ng÷ 

§−êng th¼ng c nãi trªn gäi lµ ®−êng vu«ng gãc 
chung cña hai ®−êng th¼ng chÐo nhau a vµ b. 

NÕu ®−êng vu«ng gãc chung c¾t hai ®−êng th¼ng 
chÐo nhau t¹i I vµ J th× ®o¹n th¼ng IJ gäi lµ ®o¹n 
vu«ng gãc chung cña hai ®−êng th¼ng ®ã (h.129). 

§Þnh nghÜa 4 
Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng chÐo nhau lµ ®é dµi 

®o¹n vu«ng gãc chung cña hai ®−êng th¼ng ®ã. 

?5  Trong c¸c kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm bÊt k× lÇn l−ît n»m trªn hai ®−êng 

th¼ng chÐo nhau, kho¶ng c¸ch nµo lµ nhá nhÊt ? 

NÕu gäi (P) vµ (Q) lµ hai mÆt ph¼ng song 
song víi nhau lÇn l−ît ®i qua hai ®−êng th¼ng 
a vµ b th× râ rµng : 

    IJ  d(a ; (Q))  d(b ; (P)) 

 d((P) ; (Q))    (h.130). 

VËy ta cã : 

NhËn xÐt 

1) Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng chÐo nhau b»ng kho¶ng c¸ch gi÷a mét 

trong hai ®−êng th¼ng ®ã vµ mÆt ph¼ng song song víi nã, chøa ®−êng th¼ng 

cßn l¹i. 

2) Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng chÐo nhau b»ng kho¶ng c¸ch gi÷a 

hai mÆt ph¼ng song song lÇn l−ît chøa hai ®−êng th¼ng ®ã. 

4. Mét sè vÝ dô 

VÝ dô 1 

Cho h×nh hép ch÷ nhËt ABCD.A'B'C'D' cã AB  a, AD  b, AA'  c. 

a) TÝnh kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm B ®Õn mÆt ph¼ng (ACC'A'). 

b) TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng BB' vµ AC'. 
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c) TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng (AB'C) vµ (A'C'D) trong tr−êng 
hîp a  b  c. 

Gi¶i (h.131) 

a) KÎ BH vu«ng gãc víi AC, do 

      BH  AA' 

nªn      BH  (ACC'A'). 

VËy d(B ; (ACC'A'))  BH. Ta cã 

BH . AC  BA . BC. 

hay       .
2 2

ab
BH

a b




 

b) BB' vµ AC' chÐo nhau mµ BB' // (ACC'A') 
nªn 

d(BB' ; AC')  d(BB' ; (ACC'A'))  d(B ; (ACC'A'))  .
2 2

ab

a b
 

c) DÔ thÊy mp(AB'C) vµ mp(A'C'D) song song víi nhau. Do a = b = c nªn 
ABCD.A'B'C'D' lµ h×nh lËp ph−¬ng. Khi ®ã, gäi K vµ K' lÇn l−ît lµ t©m cña 
hai h×nh vu«ng ABCD vµ A'B'C'D' th× mp(KK'D'D) lµ mÆt ph¼ng trung trùc 
cña A'C'. Tõ ®ã suy ra mp(KK'D'D) vu«ng gãc víi mp(DA'C'). KÎ KI 
vu«ng gãc víi giao tuyÕn DK' cña hai mÆt ph¼ng ®ã th× KI  mp(A'C'D). 
VËy kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng (AB'C) vµ (A'C'D) b»ng KI. 

Ta cã tam gi¸c KK'D vu«ng t¹i K nªn 

,    
 
 
 

2 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1 3

2

2

KI DK KK' a aa

 

tøc lµ      .3

3

a
KI   

Chó ý r»ng BD' vu«ng gãc víi hai mÆt ph¼ng (ACB'), (DA'C') vµ ®i qua 
t©m G, G' cña hai tam gi¸c ®Òu AB'C, DA'C'. Tõ ®ã suy ra kho¶ng c¸ch cÇn 

t×m còng b»ng GG' vµ b»ng '.1

3
BD                

VÝ dô 2 
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Cho h×nh chãp S.ABCD cã ®¸y lµ h×nh vu«ng c¹nh a, SA  (ABCD) vµ 

SA  a. TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng 

a) SB vµ AD ;          b) BD vµ SC. 

Gi¶i (h.132) 
a) Ta cã AD  (SBA), kÎ AH vu«ng gãc víi 
SB th× AH lµ ®−êng vu«ng gãc chung cña SB 
vµ AD. VËy 

     d(AD ; SB)  AH. 
V× AH lµ ®−êng cao cña tam gi¸c vu«ng c©n 
SAB nªn 

      .2

2

a
AH   

Tõ ®ã      d(AD ; SB)  .2

2

a
 

b) Ta cã BD vu«ng gãc víi mp(SAC) t¹i t©m O cña h×nh vu«ng ABCD. 
Trong mp(SAC), kÎ OK vu«ng gãc víi SC th× OK lµ ®−êng vu«ng gãc 

chung cña BD vµ SC. DÔ thÊy d(BD ; SC)  OK  
1

2
AI  (AI lµ ®−êng cao 

cña tam gi¸c vu«ng SAC). Ta cã 

2 2 2
1 1 1

AI AS AC
 

2 2
1 1

2a a
   

nªn ,6

3

a
AI   tõ ®ã d(BD ; SC)  .6

6

a
            

C©u hái vµ bµi tËp 

29. Cho tø diÖn ABCD cã AC  BC  AD  BD  a, AB  c, CD  c'. TÝnh 
kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng AB vµ CD. 

30. Cho h×nh l¨ng trô ABC.A'B'C' cã tÊt c¶ c¸c c¹nh ®Òu b»ng a. Gãc t¹o bëi 
c¹nh bªn vµ mÆt ph¼ng ®¸y b»ng 30o. H×nh chiÕu H cña ®iÓm A trªn mÆt 
ph¼ng (A'B'C') thuéc ®−êng th¼ng B'C'. 
a) TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng ®¸y. 
b) Chøng minh r»ng hai ®−êng th¼ng AA' vµ B'C' vu«ng gãc, tÝnh kho¶ng 
c¸ch gi÷a chóng. 

31. Cho h×nh lËp ph−¬ng ABCD.A'B'C'D' cã c¹nh b»ng a. TÝnh kho¶ng c¸ch 
gi÷a hai ®−êng th¼ng BC' vµ CD'. 

H×nh 132 
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32. Cho h×nh hép ch÷ nhËt ABCD.A'B'C'D' cã AB  AA'  a, AC'  2a. 
a) TÝnh kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm D ®Õn mÆt ph¼ng (ACD'). 
b) T×m ®−êng vu«ng gãc chung cña c¸c ®−êng th¼ng AC' vµ CD'. TÝnh 
kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng Êy. 

33. Cho h×nh hép thoi ABCD.A'B'C'D' cã c¸c c¹nh ®Òu b»ng a vµ 
   .o60BAD BAA' DAA'    TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng ®¸y 
(ABCD) vµ (A'B'C'D'). 

34. Cho h×nh chãp S.ABCD cã ®¸y lµ h×nh ch÷ nhËt vµ AB  2a, BC  a. C¸c 

c¹nh bªn cña h×nh chãp b»ng nhau vµ b»ng .2a  
a) TÝnh kho¶ng c¸ch tõ S ®Õn mÆt ph¼ng ®¸y (ABCD). 
b) Gäi E vµ F lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh AB vµ CD ; K lµ ®iÓm bÊt 
k× thuéc ®−êng th¼ng AD. Chøng minh r»ng kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng 
th¼ng EF vµ SK kh«ng phô thuéc vµo K, h·y tÝnh kho¶ng c¸ch ®ã theo a.  

35. Cho tø diÖn ABCD. Chøng minh r»ng nÕu AC  BD, AD  BC th× ®−êng 
vu«ng gãc chung cña AB vµ CD lµ ®−êng th¼ng nèi trung ®iÓm cña AB vµ 
CD. §iÒu ng−îc l¹i cã ®óng kh«ng ? 

¤n tËp ch−¬ n g  I I I  
I - Tãm t¾t nh÷ng kiÕn thøc cÇn nhí 

1. §Þnh nghÜa vect¬ vµ c¸c phÐp to¸n vect¬ trong kh«ng gian còng gièng nh− 
trong mÆt ph¼ng. Ngoµi ra : 
a) Ba vect¬ gäi lµ ®ång ph¼ng khi c¸c gi¸ cña chóng cïng song song víi 
mét mÆt ph¼ng. 

b) §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó ba vect¬ ,a


 ,b


 c


 ®ång ph¼ng lµ cã ba sè m, n, p 

kh«ng ®ång thêi b»ng 0 sao cho .0ma nb pc  
  

 

c) NÕu ba vect¬ ,a


 ,b


 c


 kh«ng ®ång ph¼ng th× mçi vect¬ d


 ®Òu cã thÓ 

viÕt d−íi d¹ng ,d ma nb pc  
  

 víi c¸c sè m, n, p duy nhÊt. 

2. Hai ®−êng th¼ng gäi lµ vu«ng gãc víi nhau nÕu gãc gi÷a chóng b»ng .o90  

3.  Mét ®−êng th¼ng gäi lµ vu«ng gãc víi mét mÆt ph¼ng nÕu nã vu«ng gãc 
víi mäi ®−êng th¼ng trong mÆt ph¼ng ®ã. 
 §−êng th¼ng a vu«ng gãc víi mp(P) khi vµ chØ khi a vu«ng gãc víi hai 
®−êng th¼ng c¾t nhau cïng n»m trong (P). 
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 §Þnh lÝ ba ®−êng vu«ng gãc : §−êng th¼ng b n»m trªn mp(P) vu«ng gãc 
víi ®−êng th¼ng a (a kh«ng vu«ng gãc víi (P)) khi vµ chØ khi nã vu«ng 
gãc víi h×nh chiÕu (vu«ng gãc) cña a trªn (P). 
 Gãc gi÷a ®−êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng lµ gãc gi÷a ®−êng th¼ng vµ h×nh 
chiÕu cña ®−êng th¼ng ®ã trªn mÆt ph¼ng (nÕu h×nh chiÕu ®ã lµ mét ®iÓm 
th× xem gãc gi÷a ®−êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng b»ng ).o90  

4.  Gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng lµ gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng lÇn l−ît vu«ng gãc 
víi hai mÆt ph¼ng ®ã. 

 Hai mÆt ph¼ng gäi lµ vu«ng gãc víi nhau nÕu gãc gi÷a chóng b»ng .o90  

 §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó hai mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi nhau lµ mÆt ph¼ng 
nµy chøa ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng kia. 

5.  Kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm ®Õn mét mÆt ph¼ng (®−êng th¼ng) lµ kho¶ng 
c¸ch tõ ®iÓm ®ã ®Õn h×nh chiÕu cña nã trªn mÆt ph¼ng (®−êng th¼ng). 

 Kho¶ng c¸ch gi÷a ®−êng th¼ng a vµ mÆt ph¼ng (P) song song víi a lµ 
kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm nµo ®ã cña a ®Õn mÆt ph¼ng (P). 

 Kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng song song lµ kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm 
bÊt k× cña mÆt ph¼ng nµy ®Õn mÆt ph¼ng kia. 

6.  Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng chÐo nhau a vµ b lµ ®é dµi cña ®o¹n 
vu«ng gãc chung IJ, trong ®ã I, J lµ c¸c giao ®iÓm cña ®−êng vu«ng gãc 
chung cña a vµ b víi a vµ b. 

 Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng chÐo nhau b»ng kho¶ng c¸ch gi÷a 
mét trong hai ®−êng th¼ng ®ã vµ mÆt ph¼ng song song víi nã, chøa ®−êng 
th¼ng cßn l¹i. 

 Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng chÐo nhau b»ng kho¶ng c¸ch gi÷a hai 
mÆt ph¼ng song song lÇn l−ît chøa hai ®−êng th¼ng ®ã. 

7.  MÆt ph¼ng ®i qua trung ®iÓm O cña ®o¹n th¼ng AB vµ vu«ng gãc víi AB 

gäi lµ mÆt ph¼ng trung trùc cña AB. 

 MÆt ph¼ng trung trùc cña mét ®o¹n th¼ng lµ tËp hîp c¸c ®iÓm c¸ch ®Òu 
hai ®Çu mót cña ®o¹n th¼ng ®ã. 

 TËp hîp c¸c ®iÓm c¸ch ®Òu ba ®Ønh cña tam gi¸c ABC lµ ®−êng th¼ng 
vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (ABC) vµ ®i qua t©m ®−êng trßn ngo¹i tiÕp tam 
gi¸c ABC. §−êng th¼ng ®ã ®−îc gäi lµ trôc cña tam gi¸c ABC. 

II - C©u hái tù kiÓm tra 

1. Cho tø diÖn ABCD. Gäi G lµ träng t©m cña tø diÖn vµ A' lµ träng t©m tam 
gi¸c BCD. C¸c kh¼ng ®Þnh sau ®óng hay sai ? 
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a)    
    

0GA GB GC GD  ; 

b) 4MA MB MC MD MG   
    

 víi M lµ mét ®iÓm tuú ý ; 

c)  
 2

3
GA AA'  ; 

d) .3AB AC AD AA'   
   

 

2. Trong kh«ng gian, h·y nªu c¸ch chøng minh : 
a) §−êng th¼ng vu«ng gãc víi ®−êng th¼ng ; 
b) §−êng th¼ng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng ; 
c) Hai mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi nhau. 

3. H·y nªu c¸ch tÝnh : 
a) Kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm ®Õn mét ®−êng th¼ng ; 
b) Kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm ®Õn mét mÆt ph¼ng ; 
c) Kho¶ng c¸ch gi÷a mét ®−êng th¼ng vµ mét mÆt ph¼ng song song víi nã ; 
d) Kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng song song ; 
e) Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng chÐo nhau. 

III - Bμi tËp 

1. Tø diÖn OABC cã OA  OB  OC  a vµ   ,o60AOB AOC    .o90BOC   

a) Chøng tá r»ng ABC lµ tam gi¸c vu«ng vµ OA  BC. 
b) T×m ®−êng vu«ng gãc chung IJ cña OA vµ BC ; tÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a 
hai ®−êng th¼ng OA vµ BC. 
c) Chøng minh r»ng hai mÆt ph¼ng (ABC) vµ (OBC) vu«ng gãc víi nhau. 

2. Cho h×nh chãp S.ABC cã SA  SB  SC  a,  ,o120ASB    ,o60BSC   

 .o90CSA   
a) Chøng tá r»ng ABC lµ tam gi¸c vu«ng. 
b) TÝnh kho¶ng c¸ch tõ S ®Õn mÆt ph¼ng (ABC). 

3. Cho h×nh chãp S.ABCD cã ®¸y lµ h×nh vu«ng c¹nh a, SA  (ABCD). Hai ®iÓm 
M vµ N lÇn l−ît thay ®æi trªn hai c¹nh CB vµ CD, ®Æt CM  x, CN  y. T×m 
hÖ thøc liªn hÖ gi÷a x vµ y ®Ó : 

a) Hai mÆt ph¼ng (SAM) vµ (SAN) t¹o víi nhau gãc 45o ; 
b) Hai mÆt ph¼ng (SAM) vµ (SMN) vu«ng gãc víi nhau. 

4. Tam gi¸c ABC vu«ng cã c¹nh huyÒn BC n»m trong mp(P), c¹nh AB vµ AC 

lÇn l−ît t¹o víi mp(P) c¸c gãc  vµ . Gäi  lµ gãc t¹o bëi mp(P) vµ 

mp(ABC). Chøng minh r»ng .2 2 2sin sin sin     
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5. Cho tø diÖn OABC cã OA, OB, OC ®«i mét vu«ng gãc víi nhau vµ OA  a, 
OB  b, OC  c. Gäi H lµ h×nh chiÕu cña O trªn mÆt ph¼ng (ABC). TÝnh 
diÖn tÝch c¸c tam gi¸c HAB, HBC vµ HCA. 

6. Cho h×nh l¨ng trô ®øng ABC.A'B'C' cã ®¸y ABC lµ tam gi¸c vu«ng t¹i 
®Ønh C, CA  a, CB  b ; mÆt bªn ABB'A' lµ h×nh vu«ng. Gäi (P) lµ mÆt 
ph¼ng ®i qua C vµ vu«ng gãc víi AB'. 
a) X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh l¨ng trô ®· cho khi c¾t bëi (P). ThiÕt diÖn 
lµ h×nh g× ? 
b) TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn nãi trªn. 

7. Mét tø diÖn ®−îc gäi lµ gÇn ®Òu nÕu c¸c c¹nh ®èi b»ng nhau tõng ®«i mét. 
Víi tø diÖn ABCD, chøng tá c¸c tÝnh chÊt sau lµ t−¬ng ®−¬ng : 
a) Tø diÖn ABCD lµ gÇn ®Òu ; 
b) C¸c ®o¹n th¼ng nèi trung ®iÓm cÆp c¹nh ®èi diÖn ®«i mét vu«ng gãc 
víi nhau ; 
c) C¸c träng tuyÕn (®o¹n th¼ng nèi ®Ønh víi träng t©m mÆt ®èi diÖn) 
b»ng nhau ; 

d) Tæng c¸c gãc t¹i mçi ®Ønh b»ng .o180  

8. Cho tø diÖn ABCD. C¾t tø diÖn ®ã theo c¸c c¹nh AB, AC, AD vµ tr¶i c¸c 
mÆt ABC, ACD, ADB lªn mÆt ph¼ng (BCD) (xem h×nh 133). H×nh ph¼ng 
gåm c¸c tam gi¸c BCD, ,1A BC  ,2A CD  3A BD  gäi lµ h×nh khai triÓn cña 

tø diÖn ABCD trªn mÆt ph¼ng (BCD). 
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H×nh 133 

a) Chøng tá h×nh khai triÓn cña tø diÖn gÇn ®Òu ABCD trªn mp(BCD) lµm 
thµnh mét tam gi¸c nhän. 
b) Dïng b×a cøng c¾t vµ d¸n ®Ó cã mét tø diÖn gÇn ®Òu. 

IV - C¸c c©u hái tr¾c nghiÖm 

1. Cho h×nh tø diÖn ABCD cã träng t©m G. MÖnh ®Ò nµo sau ®©y lµ sai ? 

(A)  1

4
OG OA OB OC OD   
    

 ;  (B) 0GA GB GC GD   
    

 ; 

(C)  2

3
AG AB AC AD  
   

 ;    (D)  .1

4
AG AB AC AD  
   

 

2. MÖnh ®Ò nµo sau ®©y lµ ®óng ? 
(A) Hai ®−êng th¼ng cïng vu«ng gãc víi mét ®−êng th¼ng th× song song 
víi nhau ; 
(B) Hai ®−êng th¼ng cïng vu«ng gãc víi mét ®−êng th¼ng th× vu«ng gãc 
víi nhau ; 
(C) Mét ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi mét trong hai ®−êng th¼ng song song 
th× vu«ng gãc víi ®−êng th¼ng kia ; 
(D) Mét ®−êng th¼ng vu«ng gãc víi mét trong hai ®−êng th¼ng vu«ng gãc 
víi nhau th× song song víi ®−êng th¼ng cßn l¹i. 

3. Cho hai ®−êng th¼ng ph©n biÖt a, b vµ mÆt ph¼ng (P), trong ®ã a  (P). 
MÖnh ®Ò nµo sau ®©y lµ sai ? 

(A) NÕu b // (P) th× b  a ;      (B) NÕu b  (P) th× b // a ; 

(C) NÕu b // a th×  b  (P) ;     (D) NÕu b  a th× b // (P). 

4. T×m mÖnh ®Ò ®óng trong c¸c mÖnh ®Ò sau : 
(A) Hai ®−êng th¼ng cïng vu«ng gãc víi mét mÆt ph¼ng th× song song ; 
(B) Hai ®−êng th¼ng ph©n biÖt cïng vu«ng gãc víi mét ®−êng th¼ng th× 
song song ; 
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(C) Hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt cïng vu«ng gãc víi mét ®−êng th¼ng th× 
song song ; 
(D) Hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt cïng vu«ng gãc víi mét mÆt ph¼ng th× 
song song. 

5. MÖnh ®Ò nµo sau ®©y lµ ®óng ? 
(A) Hai mÆt ph¼ng vu«ng gãc víi nhau th× mäi ®−êng th¼ng n»m trong mÆt 
ph¼ng nµy sÏ vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng kia ; 
(B) Hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt cïng vu«ng gãc víi mét mÆt ph¼ng th× 
vu«ng gãc víi nhau ; 
(C) Hai mÆt ph¼ng ph©n biÖt cïng vu«ng gãc víi mét mÆt ph¼ng th× 
song song víi nhau ; 
(D) Ba mÖnh ®Ò trªn ®Òu sai. 

6. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 
(A) Cã duy nhÊt mét ®−êng th¼ng ®i qua mét ®iÓm cho tr−íc vµ vu«ng gãc 
víi mét ®−êng th¼ng cho tr−íc ; 
(B) Cã duy nhÊt mét mÆt ph¼ng ®i qua mét ®−êng th¼ng cho tr−íc vµ 
vu«ng gãc víi mét mÆt ph¼ng cho tr−íc ; 
(C) Cã duy nhÊt mét mÆt ph¼ng ®i qua mét ®iÓm cho tr−íc vµ vu«ng gãc 
víi mét mÆt ph¼ng cho tr−íc ; 
(D) Cã duy nhÊt mét mÆt ph¼ng ®i qua mét ®iÓm cho tr−íc vµ vu«ng gãc 
víi mét ®−êng th¼ng cho tr−íc. 

7. T×m mÖnh ®Ò ®óng trong c¸c mÖnh ®Ò sau : 
(A) NÕu h×nh hép cã hai mÆt lµ h×nh ch÷ nhËt th× nã lµ h×nh hép ch÷ nhËt ; 
(B) NÕu h×nh hép cã ba mÆt lµ h×nh ch÷ nhËt th× nã lµ h×nh hép ch÷ nhËt ; 
(C) NÕu h×nh hép cã bèn mÆt lµ h×nh ch÷ nhËt th× nã lµ h×nh hép ch÷ nhËt ; 
(D) NÕu h×nh hép cã n¨m mÆt lµ h×nh ch÷ nhËt th× nã lµ h×nh hép ch÷ nhËt. 

8. Trong c¸c mÖnh ®Ò sau, mÖnh ®Ò nµo ®óng ? 
(A) NÕu h×nh hép cã hai mÆt lµ h×nh vu«ng th× nã lµ h×nh lËp ph−¬ng ; 
(B) NÕu h×nh hép cã ba mÆt chung mét ®Ønh lµ h×nh vu«ng th× nã lµ h×nh 
lËp ph−¬ng ; 
(C) NÕu h×nh hép cã s¸u mÆt b»ng nhau th× nã lµ h×nh lËp ph−¬ng ; 
(D) NÕu h×nh hép cã bèn ®−êng chÐo b»ng nhau th× nã lµ h×nh lËp ph−¬ng. 

9. Cho h×nh chãp S.ABC cã ®¸y lµ tam gi¸c ®Òu. T×m mÖnh ®Ò ®óng trong c¸c 
mÖnh ®Ò sau : 
(A) S.ABC lµ h×nh chãp ®Òu nÕu c¸c mÆt bªn cña nã lµ tam gi¸c c©n ; 
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(B) S.ABC lµ h×nh chãp ®Òu nÕu c¸c mÆt bªn cña nã lµ tam gi¸c c©n víi ®Ønh S ; 
(C) S.ABC lµ h×nh chãp ®Òu nÕu gãc gi÷a c¸c mÆt ph¼ng chøa c¸c mÆt bªn 
vµ mÆt ph¼ng chøa ®¸y b»ng nhau ; 
(D) S.ABC lµ h×nh chãp ®Òu nÕu c¸c mÆt bªn cã diÖn tÝch b»ng nhau. 

10. T×m mÖnh ®Ò ®óng trong c¸c mÖnh ®Ò sau : 
(A) §−êng vu«ng gãc chung cña hai ®−êng th¼ng chÐo nhau th× n»m trong 
mÆt ph¼ng chøa ®−êng th¼ng nµy vµ vu«ng gãc víi ®−êng th¼ng kia ; 
(B) §−êng vu«ng gãc chung cña hai ®−êng th¼ng chÐo nhau th× vu«ng gãc 
víi mÆt ph¼ng chøa ®−êng th¼ng nµy vµ song song víi ®−êng th¼ng kia ; 
(C) Mét ®−êng th¼ng lµ ®−êng vu«ng gãc chung cña hai ®−êng th¼ng chÐo 
nhau nÕu nã vu«ng gãc víi c¶ hai ®−êng th¼ng ®ã ; 
(D) C¸c mÖnh ®Ò trªn ®Òu sai. 

11. H×nh tø diÖn ABCD cã AB, AC, AD ®«i mét vu«ng gãc vµ AB = AC = AD = 3. 
DiÖn tÝch tam gi¸c BCD b»ng  

(A) 
9 3

2
 ;     (B) 

9 2

3
 ;     (C) 27 ;     (D) .27

2
 

12. H×nh hép ABCD.A'B'C'D' cã AB = AA' = AD = a vµ    .o60A'AB A'AD BAD    
Khi ®ã, kho¶ng c¸ch gi÷a c¸c ®−êng th¼ng chøa c¸c c¹nh ®èi diÖn cña tø 
diÖn A'ABD b»ng :  

(A) 
2

2

a
 ;     (B) 

3

2

a
 ;     (C) 2a  ;    (D) .3

2

a
 

bμ i  tËp «n cuèi  n¨m  

1. Cho tam gi¸c ABC vµ c¸c ®iÓm M, N, P lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña c¸c c¹nh 
BC, CA, AB. 
a) XÐt bèn tam gi¸c APN, PBM, NMC, MNP. T×m phÐp dêi h×nh biÕn tam 
gi¸c APN lÇn l−ît thµnh mét trong ba tam gi¸c cßn l¹i. 
b) PhÐp vÞ tù nµo biÕn tam gi¸c ABC thµnh tam gi¸c MNP ? 
c) XÐt tam gi¸c cã ba ®Ønh lµ trùc t©m cña ba tam gi¸c APN, PBM vµ 
NCM. Chøng tá r»ng tam gi¸c ®ã b»ng tam gi¸c APN. Chøng minh ®iÒu ®ã 
còng ®óng nÕu thay trùc t©m b»ng träng t©m, hoÆc t©m ®−êng trßn ngo¹i 

tiÕp, hoÆc t©m ®−êng trßn néi tiÕp. 
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2. Cho tø gi¸c ABCD néi tiÕp ®−êng trßn (O). Gäi M, N, P, Q lÇn l−ît lµ 
trung ®iÓm cña c¸c c¹nh AB, BC, CD vµ DA. KÎ MM', NN', PP', QQ'  lÇn 
l−ît vu«ng gãc víi CD, DA, AB, BC. 

a) Gäi I lµ giao ®iÓm cña MP vµ NQ. PhÐp ®èi xøng t©m I§  biÕn c¸c 

®−êng th¼ng MM', NN', PP', QQ' thµnh nh÷ng ®−êng th¼ng nµo ? 
b) Chøng tá r»ng bèn ®−êng th¼ng MM', NN', PP', QQ' ®ång quy t¹i mét 
®iÓm. NhËn xÐt g× vÒ vÞ trÝ ®iÓm ®ång quy vµ hai ®iÓm I, O ? 

3. Cho tam gi¸c ABC vµ hai h×nh vu«ng ABMN, ACPQ nh− h×nh 134. 
a) X¸c ®Þnh phÐp quay biÕn tam gi¸c ABQ thµnh tam gi¸c ANC. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

H×nh 134 

b) Chøng tá r»ng hai ®o¹n th¼ng BQ, CN b»ng nhau vµ vu«ng gãc víi nhau. 

c) Gäi O, O' lµ t©m cña c¸c h×nh vu«ng, I lµ trung ®iÓm cña BC. Chøng 
minh r»ng tam gi¸c OIO' lµ tam gi¸c vu«ng c©n. 

4. Cho tø diÖn ABCD. Gäi M, N lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña BC vµ BD ; P lµ 
mét ®iÓm thay ®æi trªn ®o¹n th¼ng AD. 
a) X¸c ®Þnh giao ®iÓm Q cña mp(MNP) vµ c¹nh AC. Tø gi¸c MNPQ lµ 
h×nh g× ? 
b) T×m quü tÝch giao ®iÓm I cña QM vµ PN. 
c) T×m quü tÝch giao ®iÓm J cña QN vµ PM. 

5. Cho h×nh hép ABCD.A'B'C'D'. §iÓm M n»m gi÷a A vµ D, ®iÓm N n»m gi÷a 

C vµ C' sao cho .AM CN

MD NC'
  

a) Chøng minh r»ng ®−êng th¼ng MN song song víi mp(ACB'). 
b) X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh hép khi c¾t bëi mÆt ph¼ng ®i qua MN vµ 
song song víi mp(ACB'). 
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6. Cho ba tia Ox, Oy, Oz kh«ng ®ång ph¼ng. Chøng minh r»ng c¸c tia ph©n 
gi¸c ngoµi cña c¸c gãc xOy, yOz vµ zOx ®ång ph¼ng. 

7. Cho h×nh chãp S.ABC. Gäi K vµ N lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña SA vµ BC ; 
M lµ ®iÓm n»m gi÷a S vµ C. 
a) Chøng minh r»ng mÆt ph¼ng ®i qua K, song song víi AB vµ SC th× ®i qua 
®iÓm N. 
b) X¸c ®Þnh thiÕt diÖn cña h×nh chãp S.ABC khi c¾t bëi mp(KMN). 
Chøng tá r»ng KN chia thiÕt diÖn thµnh hai phÇn cã diÖn tÝch b»ng nhau. 

8. Cho h×nh chãp tø gi¸c ®Òu S.ABCD cã c¹nh ®¸y b»ng a vµ c¹nh bªn 

b»ng .2a  

a) TÝnh kho¶ng c¸ch tõ S ®Õn mp(ABCD). 

b) TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a ®−êng th¼ng AB vµ mp(SCD). 

c) TÝnh kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng AB vµ SC. 

d) Gäi (P) lµ mÆt ph¼ng ®i qua A vµ vu«ng gãc víi SC. H·y x¸c ®Þnh thiÕt 
diÖn cña h×nh chãp khi c¾t bëi (P). TÝnh diÖn tÝch thiÕt diÖn. 

e) TÝnh gãc gi÷a ®−êng th¼ng AB vµ mp(P). 

9. Cho tam gi¸c ABC vu«ng t¹i A, AB  a, BC  2a. Hai tia Bx vµ Cy cïng 
vu«ng gãc víi mp(ABC) vµ n»m vÒ mét phÝa ®èi víi mÆt ph¼ng ®ã. Trªn 

Bx, Cy lÇn l−ît lÊy c¸c ®iÓm B', C' sao cho BB'  a, CC'  m. 

a) Víi gi¸ trÞ nµo cña m th× AB'C' lµ tam gi¸c vu«ng ? 

b) Khi tam gi¸c AB'C' vu«ng t¹i B', kÎ AH  BC. Chøng minh r»ng B'C'H 
lµ tam gi¸c vu«ng. TÝnh gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng (ABC) vµ (AB'C'). 
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H−íng dÉn gi¶i  ®¸p sè 

Ch−¬ng I 

1. d trïng d' khi d song song víi gi¸ cña .u


 
d song song víi d' khi d kh«ng song song 
víi gi¸ cña .u


 

d kh«ng bao giê c¾t d'. 

2. LÊy hai ®iÓm A vµ A' lÇn l−ît n»m trªn a 

vµ a'. PhÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ AA'


 biÕn 
a thµnh a'.  

4. Quü tÝch M' lµ ¶nh cña ®−êng trßn (O) qua 

phÐp tÞnh tiÕn theo vect¬ .AB


 

5. b)     2 2
1 2 1 2' ( ) ( ) .d d x x y y  

 c) F lµ phÐp dêi h×nh. 

d) Khi   0, F lµ phÐp tÞnh tiÕn theo 
vect¬ ( ; ).u a b


 

6. 1F  lµ phÐp dêi h×nh. 

7. a) Khi d // a. 

b) Khi d  a hoÆc d trïng víi a. 
c) Khi d c¾t a nh−ng kh«ng vu«ng gãc víi a. 
Khi ®ã, giao ®iÓm cña d vµ d’ n»m trªn a. 

d) Khi gãc gi÷a d vµ a b»ng 45o. 

8. ¶nh cña (C1) lµ ®−êng trßn (C '1) : 

2 2 4 5 1 0.x y x y      

¶nh cña (C2) chÝnh lµ (C2). 

9. Gäi X lµ ®iÓm ®èi xøng víi A qua Ox, Y lµ 
®iÓm ®èi xøng víi A qua Oy. §o¹n th¼ng 
XY c¾t Ox, Oy lÇn l−ît t¹i B vµ C. Tam 
gi¸c ABC cã chu vi nhá nhÊt. 

11. b) Chó ý r»ng nÕu hµm sè y  f(x) ch½n 
th× f(x)  f(x). 

13. Dïng phÐp quay t©m O víi gãc quay 90o th× 
G biÕn thµnh G'. 

16. a) Giao ®iÓm cña hai ®−êng th¼ng ®ã. 
b) Nh÷ng ®iÓm c¸ch ®Òu hai ®−êng th¼ng ®ã. 
c) Trung ®iÓm ®o¹n th¼ng nèi t©m hai 
®−êng trßn. 

d) Trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng nèi hai tiªu 
®iÓm cña elip. 
e) Trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng nèi hai tiªu 
®iÓm cña hypebol. 

19. Ph−¬ng tr×nh cña ' lµ : 

ax  by  c  2(ax0  by0  c)  0. 

21. c) Cã thÓ kh«ng b»ng nhau. 

23. H·y chøng minh hai tam gi¸c 1 2 3O O O  vµ 

1 2 3I I I  b»ng nhau. 

24. §−êng th¼ng ®i qua hai t©m cña hai h×nh 
b×nh hµnh. 

28. Dïng phÐp vÞ tù t©m A, tØ sè 2 ®Ó biÕn 
®iÓm M thµnh ®iÓm N. 

29. Dïng phÐp vÞ tù t©m I biÕn M thµnh N. 

30. §−êng th¼ng BC ®i qua t©m vÞ tù ngoµi 
cña (O) vµ (O'). 

¤n tËp ch−¬ng I 

1. Dïng phÐp ®èi xøng qua ®−êng th¼ng d. 

2. T©m ®èi xøng lµ giao ®iÓm cña hai trôc ®èi 
xøng. 

3. LÊy ®iÓm A' sao cho .AA' PQ
 

 

5. M vµ 3M  ®èi xøng víi nhau qua ®iÓm I, 

trong ®ã ABCI lµ h×nh b×nh hµnh. 

6. F lµ phÐp tÞnh tiÕn khi k  1 vµ lµ phÐp vÞ 
tù khi k  1. 

9. H·y t×m quü tÝch trung ®iÓm cña BC, tõ ®ã 
suy ra quü tÝch G. 

C¸c c©u hái tr¾c nghiÖm ch−¬ng I 

1. (D) ; 2. (B) ; 3. (C) ; 4. (D) ; 5. (B) ; 6. (B) ; 
7. (D) ; 8. (D) ; 9. (D) ; 10. (A) ; 11. (C) ; 12. (C). 

Ch−¬ng II 

9. Sö dông ph−¬ng ph¸p ph¶n chøng. 

10. H·y chøng minh giao tuyÕn cña hai mÆt 
ph¼ng (M, a), (M, b) n»m trªn mp(O, c). 
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11. a) H·y chøng minh giao ®iÓm I cña CM 
vµ SO lµ giao ®iÓm cña mp(CMN) víi SO. 

b) Sö dông kÕt qu¶ c©u a). 

16. Gäi N lµ giao ®iÓm cña SM vµ CD ; O lµ 
giao ®iÓm cña AC vµ BN. 

 a) mp(SBM)  mp(SAC)  SO ; 

 b) Giao ®iÓm cña BM víi mp(SAC) lµ giao 
®iÓm cña BM víi SO ; 

 c) Sö dông kÕt qu¶ c©u b). 

19. a), b) : Sö dông ®Þnh lÝ vÒ giao tuyÕn cña 
ba mÆt ph¼ng. 

21. Gäi I lµ giao ®iÓm cña RQ víi BD. H·y 
chøng minh S lµ träng t©m tam gi¸c ABI. 

22. a) Gäi P, Q lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña AB 
vµ CD ; A' lµ giao ®iÓm cña AG víi BQ. KÎ 

PP' // AA' (P'  BQ). H·y chøng minh A' lµ 
träng t©m tam gi¸c BCD. Tõ ®ã suy ra b). 

27. ThiÕt diÖn lµ h×nh thang cã hai c¹nh ®¸y 
song song víi AB. 

28. ThiÕt diÖn lµ mét ngò gi¸c cã mét c¹nh 
song song víi BD vµ cã hai c¹nh song 
song víi SA. 

35. Gäi 0,M  0N  lµ hai ®iÓm cè ®Þnh lÇn l−ît 

n»m trªn (P) vµ (Q) ; 0I  lµ ®iÓm thuéc 

®o¹n 0 0M N  sao cho 0 0

0 0
.

I M
k

I N
  TËp hîp 

c¸c ®iÓm I lµ mÆt ph¼ng (R) qua 0I  ®ång 

thêi song song víi c¶ (P) vµ (Q). 

37. b), c) XÐt mÆt ph¼ng (ACC'A'). 

38. Sö dông tÝnh chÊt : Tæng b×nh ph−¬ng c¸c 
®−êng chÐo cña mét h×nh b×nh hµnh b»ng 
tæng b×nh ph−¬ng c¸c c¹nh. 

42. H·y chøng minh c¸c trung tuyÕn cña tam 
gi¸c A'B'C' lµ h×nh chiÕu cña c¸c trung 
tuyÕn cña tam gi¸c ABC. 

47. Thùc hiÖn phÐp chiÕu song song lªn 
mp(ABCD) theo ph−¬ng 1.BC  Gäi 1B'  lµ 

h×nh chiÕu cña 1.B  Khi ®ã J lµ giao ®iÓm 

cña 1DB'  víi AC. Trong 1 1mp( ),B B' D  kÎ JI 

song song víi 1 1B' B  (I  1 ).B D  
1

1
.

2

ID

IB
  

¤n tËp ch−¬ng II 

3. C¸c h×nh a), b), d), f), g), h). 

4. a) H·y chøng minh DM vµ EN c¾t nhau t¹i 
trung ®iÓm I cña AB. 

 b) H·y chøng minh 1 1 // .M N DF  

 c) Sö dông a) vµ b). 

5. b) Sö dông phÐp chiÕu song song lªn 

1 1 1mp( )A B C  theo ph−¬ng 1.AA  

c) Gäi L, L' lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña AG, 
A'G' vµ 1L  lµ giao ®iÓm cña LL' víi 1 1.A G  

Sö dông tÝnh chÊt ®−êng trung b×nh cña 
h×nh thang ®Ó suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh. 

7. Sö dông ®Þnh lÝ Ta-lÐt ®¶o. 

8. a) Gäi 0,M  0N  lÇn l−ît lµ hai ®iÓm cè 

®Þnh thuéc c¸c tia Ax vµ By sao cho 

0

0
.

AM
k

BN
  H·y chøng minh MN song 

song víi mÆt ph¼ng cè ®Þnh chøa 0 0M N  

vµ song song víi AB. 

 b) Gäi O lµ ®iÓm thuéc ®o¹n AB sao cho 
OA

k
OB

  ; Ox', Oy' lÇn l−ît lµ c¸c tia song 

song víi Ax vµ By. TËp hîp c¸c ®iÓm I lµ tia 
ph©n gi¸c Ot cña gãc x'Oy'. 

C¸c c©u hái tr¾c nghiÖm ch−¬ng II 

1. (B) ; 2. (B) ; 3. (B) ; 4. (D) ; 5. (C) ; 6. (A) ; 
7. (B) ; 8. (B) ; 9. (C) ; 10. (C) ; 11. (D) ; 12. (A). 

Ch−¬ng III 

1. a), b) : Cã. 

2. b) HÖ thøc 

4SA SB SC SD SO   
    

 

 0OA OB OC OD   
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 2( ) 0OM ON 
  

 (M vµ N lÇn l−ît lµ 
trung ®iÓm cña AC vµ BD). Tõ ®ã 
O  M  N. 

3. §Æt ' ,AA a
 

 ,AB b
 

 .AC c
 

 TÝnh GI


 

vµ 'CG


 theo ,a


 ,b


 ,c


 tõ ®ã suy ra ®iÒu 
ph¶i chøng minh. 

4. §Æt AB a
 

, AD b
 

, 'AA c
 

 vµ chøng 

minh 
1

' (5 )
8

GG a c 
  

. 

5. b) Tõ OM xOA yOB zOC  
   

 víi 

x  y  z  1, suy ra x  1  y  z, tõ ®ã ®i 

®Õn .AM yAB zAC 
  

 

6. Sö dông kÕt qu¶ bµi tËp 5. 

8. a) Chøng minh b»ng ph¶n chøng. 

b) Gi¶ sö ba vect¬ ,a


 ,b


 

c  cïng vu«ng 

gãc víi 

.n  NÕu ,a


 b


 kh«ng cïng ph−¬ng 

th× ,a


 ,b


 n


 kh«ng ®ång ph¼ng, tõ ®ã 

.c xa yb zn  
  

 Tõ   
    

. . . 0a n b n c n  

suy ra z  0.  

9. ViÕt . ( ).BC SA SC SB SA 
    

 vµ sö dông 

SA  SB  SC,  .ASB ASC  

10. . .AB AC AC AD
   

  .( ) 0AC AB AD 
  

 

 . 0AC DB 
 

  AC  DB. 

11. b) Cã 
1

( ).
2

IJ AD BC 
  

 TÝnh .AB IJ
 

 vµ 

. .CD IJ
 

 

13. a) §óng ; b), c) Sai. 

16. Chøng minh   o90 .ABD ACD   

17. a) Chøng minh : 

BC
2 < AB

2  AC
2, 

AC
2 < AB

2  BC
2, 

AB
2 < AC

2  BC
2. 

b) Dïng ®Þnh lÝ ba ®−êng vu«ng gãc. 
c) Sö dông c«ng thøc tÝnh ®−êng cao øng 
víi c¹nh huyÒn trong tam gi¸c vu«ng. 

19. a) KÎ SH  mp(ABC). Do SA  SB  SC 
vµ ABC lµ tam gi¸c ®Òu nªn H trïng víi 
träng t©m G cña tam gi¸c ABC. 

b) KÎ 1AC SC  th× (P) chÝnh lµ 

mp(ABC1). V× SAC lµ tam gi¸c c©n, mµ 

AC1  SC nªn C1 n»m gi÷a S vµ C khi vµ 

chØ khi  o90ASC   hay 2 22 .a b  

1

2 2 23 .
4ABC

a b a
S

b


  

20. b) i)  iii) : AB
2  CD

2  AC
2  BD

2 

 
2 22 2( ) ( )AB AD AC AC AD AB    

     
 

 . 0.AD CB 
 

 T−¬ng tù ta cã ®pcm. 

c) Chøng minh ba ®−êng cao cña tø diÖn 
®«i mét c¾t nhau vµ kh«ng cïng n»m 
trong mét mÆt ph¼ng. 

21. a), b), c), f) : Sai. 
d), e), g) : §óng. 

22. Sö dông 
2 2 2 2

AC' A'C BD' B'D    

2 2 24( )a b c    

®Ó ®i ®Õn AC'  A'C  BD'  B'D. 

23. a) Chøng minh AC'  BD vµ AC'  BA'. 

b) C¹nh cña thiÕt diÖn b»ng 
2 .

2

a
 

DiÖn tÝch thiÕt diÖn b»ng 23 3 .
4

a  

24. Gäi O lµ giao ®iÓm cña AC vµ BD. KÎ 

OO1  SC th× SC  mp(BO1D). H·y 

chøng minh 1BO D  > 90o vµ quy bµi to¸n 

vÒ x¸c ®Þnh x ®Ó  o
1 120 .BO D   

§¸p sè : x  a. 

25. Gäi I lµ trung ®iÓm cña BC. KÎ IJ  CD 
th× thiÕt diÖn lµ tam gi¸c vu«ng AIJ. 

2 3 .
12AIJ

a
S   
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26. a) H×nh hép ch÷ nhËt. 
b) H×nh hép thoi. 
c) H×nh lËp ph−¬ng. 

27. a) 2 22( ),AB a x   (a > x > 0) ; 

      2 21
2( ).

2
IJ a x  

 b) 
3

.
3

a
x   

28. b) B»ng c¸ch xÐt mp(P) ®i qua A sao cho 
B, C n»m vÒ cïng mét phÝa ®èi víi (P), 
sau ®ã gäi D lµ giao ®iÓm cña (P) víi 
®−êng th¼ng BC vµ sö dông kÕt qu¶ cña 
c©u a) ®Ó ®i ®Õn ®iÒu ph¶i chøng minh. 

29. Gäi I vµ J lÇn l−ît lµ trung ®iÓm cña AB, 
CD th× IJ  AB, IJ  CD. Khi ®ã 

2 2 21
4 ( ' )

2
IJ a c c    víi 4a

2 > c2  c'2. 

30. a) .
2

a
AH   

b) KÎ ®−êng cao HK cña tam gi¸c vu«ng 
AHA' th× HK lµ ®−êng vu«ng gãc chung 

cña AA' vµ B'C'. TÝnh ®−îc 
3 .

4

a
HK   

31. 
3 .

3

a
 

32. a) XÐt DACD' lµ tø diÖn cã DA, DC, DD' 
®«i mét vu«ng gãc ; tõ ®ã tÝnh ®−îc 

10 .( ; ( ))
5

a
d D ACD'   

b) Chøng minh AC'  CD'. §−êng vu«ng gãc 
chung cña AC' vµ CD' lµ IJ, ë ®ã I lµ trung 
®iÓm cña CD' vµ J lµ ch©n ®−êng vu«ng gãc 

kÎ tõ I xuèng AC'. Ta tÝnh ®−îc .
2

a
IJ   

33. Chøng minh A'ABD lµ tø diÖn ®Òu vµ suy 

ra kho¶ng c¸ch ph¶i tÝnh lµ 
6 .

3

a
 

34. a) 
3

.
2

a
SH   

b) d(EF ; SK)  d(H ; (SAD))  HJ (HJ lµ 
®−êng cao cña tam gi¸c vu«ng SHI víi I 

lµ trung ®iÓm cña AD) vµ 
21 .

7

a
HJ   

35. a) Gäi I lµ trung ®iÓm cña AB, J lµ trung 
®iÓm cña CD. Sö dông tÝnh chÊt : Trong 
tam gi¸c c©n th× ®−êng trung tuyÕn vÏ tõ 
®Ønh còng lµ ®−êng cao cña tam gi¸c. 

b) Tõ  
2

2 2 22 ,
2

CD
AC AD AJ    

2
2 2 22

2

CD
BC BD BJ    

suy ra 2 2 2 2.AC AD BC BD    

HÖ thøc 2 2 2 2CB CA DB DA    còng 
®−îc suy ra t−¬ng tù nh− trªn vµ tõ ®ã ®i 
®Õn ®iÒu ph¶i chøng minh. 

¤n tËp ch−¬ng III 

2.  a) 2AC a , BC  a, 3AB a  nªn 
tam gi¸c ABC vu«ng t¹i C. 

b) .
2

a
 

3.  a) 2a
2  xy  2a(x  y). 

b) ay  x(a  x). 

4. ,ABA'   ,ACA'   AHA'   (AA'  (P), 

AH  BC) vµ dïng c«ng thøc 

2 2 2

1 1 1 .
AH AB AC

   

5. 
2 2

2 2 2 2 2 2
,

2
HAB

a b
S

a b b c c a


 

  

2 2

2 2 2 2 2 2
,

2
HBC

b c
S

a b b c c a


 

 

2 2

2 2 2 2 2 2
.

2
HCA

c a
S

a b b c c a


 

 

6. a) ThiÕt diÖn lµ tam gi¸c vu«ng CHK, ë ®ã 
CH  AB, HK  AB'. 
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 b) 
3

2 2

2 .
2( )

HCK

a b
S

a b



 

7. a)  d)  Sö dông tÝnh chÊt b»ng nhau cña 
hai tam gi¸c vµ tæng c¸c gãc trong cña 

mét tam gi¸c b»ng 180o. 

 Tr¶i c¸c mÆt ABC, ACD, ADB lªn 
mp(BCD) vµ kh¼ng ®Þnh h×nh khai triÓn 
cña tø diÖn ABCD trªn mp(BCD) lµ tam 
gi¸c nhËn BC, CD, DB lµ ba ®−êng trung 
b×nh cña tam gi¸c ®ã vµ tõ ®ã suy ra ®iÒu 
ph¶i chøng minh. 

8. Theo kÕt qu¶ bµi 7, h×nh khai triÓn cña tø 
diÖn ABCD trªn mÆt ph¼ng (BCD) lµ tam 

gi¸c A1A2A3 trong ®ã BC, CD, DB lµ ba 
®−êng trung b×nh cña tam gi¸c nµy. 

Chøng minh tø diÖn AA1A2A3 cã AA1, 

AA2, AA3 ®«i mét vu«ng gãc, tõ ®ã suy ra 
®iÒu ph¶i chøng minh. 

C¸c c©u hái tr¾c nghiÖm ch−¬ng III 

1. (C) ; 2. (C) ; 3. (D) ; 4. (C) ; 5. (D) ; 6. (D) ; 
7. (D) ; 8. (B) ; 9. (B) ; 10. (B) ; 11. (A) ; 
12. (A). 

¤n tËp cuèi n¨m 

1. b) PhÐp vÞ tù t©m G, tØ sè 
1

2
k    (G lµ 

träng t©m cña tam gi¸c ABC). 

2. a) PhÐp ®èi xøng t©m §I biÕn : ®−êng 
th¼ng MM' thµnh ®−êng th¼ng PO, ®−êng 
th¼ng NN' thµnh ®−êng th¼ng QO, ®−êng 
th¼ng PP' thµnh ®−êng th¼ng MO, ®−êng 
th¼ng QQ' thµnh ®−êng th¼ng NO. 

3. a) PhÐp quay t©m A, gãc quay o90 .    

5. a) Sö dông ®Þnh lÝ Ta-lÐt ®¶o. 

7. b) Tr−êng hîp M kh«ng lµ trung ®iÓm 
cña SC th× thiÕt diÖn lµ MKPN, trong ®ã 
P  QN  AB, Q  MK  AC. Do 

 KMN PKNS S  

 OM  OP (O  MP  KN) 

 d(M ; ())  d(P ; ()) (() lµ mÆt ph¼ng 
qua K, song song víi AB vµ SC), vµ do 

d(M ; ())  d(S ; ()), 

 d(P ; ())  d(A ; ()), 

 d(S ; ())  d(A ; ()), 

nªn suy ra kÕt luËn cña bµi to¸n. 

8.  a) 
6

.
2

a
SH   

b) d(AB ; (SCD))  d(E ; (SCD))  
42

7

a
 

(E lµ trung ®iÓm cña AB). 

c) d(AB ; SC)  d(AB ; (SCD))  
42 .

7

a
 

d) ThiÕt diÖn lµ AB1C1D1 trong ®ã C1 lµ 

trung ®iÓm cña SC, B1D1 // BD, B1D1 ®i 

qua giao ®iÓm cña AC1 vµ SH. 

1 1 1

2 3

3AB C D

a
S  . 

e) KÎ HI // SC, lÊy ®iÓm J sao cho BHIJ lµ 

h×nh b×nh hµnh. Khi ®ã BJ  (P) nªn BAJ  
lµ gãc gi÷a AB vµ (P). 

 2 .sin
4

BAJ   

9. a) m  2a ; m  0. 

b) Chøng tá 
2

2 5 ,
4

a
B'H   

2
2 25 ,

4

a
C'H   

2 25 ,B'C' a  tõ ®ã B'C'H lµ tam gi¸c 

vu«ng t¹i B'. 

Tõ hÖ thøc .cosAIC AIC'S S   (víi I lµ giao 

®iÓm cña B'C' vµ BC,  lµ gãc gi÷a mp(ABC) 

vµ mp(AB'C')), ta cã 
30 .cos

10
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B¶ng thuËt ng÷ 
A 

¶nh cña mét ®iÓm  (4, 69) 

¶nh cña mét h×nh  (5, 69) 

B 
BiÓu thøc to¹ ®é    (6, 11, 16) 
B«ng tuyÕt V«n Kèc  (38) 

C 
C¸c tÝnh chÊt thõa nhËn (42) 

§ 
§Þnh lÝ ba ®−êng vu«ng gãc  (100) 
§Þnh lÝ Ta-lÐt ®¶o   (64) 
§Þnh lÝ Ta-lÐt trong kh«ng gian (63) 
§Þnh lÝ vÒ giao tuyÕn cña ba mÆt ph¼ng  (53) 
§ång ph¼ng cña c¸c ®iÓm   (43) 
§ång ph¼ng cña c¸c vect¬    (87) 
§ång ph¼ng cña hai ®−êng th¼ng     (52) 
§−êng th¼ng song song víi mÆt ph¼ng (56) 
§−êng th¼ng vu«ng gãc víi mÆt ph¼ng (96) 
§−êng V«n Kèc  (37) 
§−êng vu«ng gãc chung cña hai ®−êng th¼ng  

chÐo nhau  (115) 

G 
Giao tuyÕn cña hai mÆt ph¼ng    (43) 
Gãc gi÷a ®−êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng (101) 
Gãc gi÷a hai ®−êng th¼ng  (92) 
Gãc gi÷a hai mÆt ph¼ng (104) 
Gãc quay    (14) 

H 
Hai ®−êng th¼ng chÐo nhau  (52) 
Hai ®−êng th¼ng song song  (52) 
Hai ®−êng th¼ng vu«ng gãc  (93) 
Hai mÆt ph¼ng c¾t nhau (43) 
Hai mÆt ph¼ng song song  (60) 
Hai mÆt ph¼ng vu«ng gãc  (106) 
H×nh b»ng nhau  (20) 
H×nh biÓu diÔn  (41, 71) 
H×nh chiÕu song song  (69) 
H×nh chãp  (46) 
H×nh chãp côt  (66) 
H×nh chãp côt ®Òu  (110) 
H×nh chãp ®Òu  (109) 
H×nh ®ång d¹ng  (31) 
H×nh häc frac-tan  (37) 
H×nh häc kh«ng gian  (40) 
H×nh häc L«-ba-sÐp-xki  (82) 
H×nh hép  (65) 
H×nh hép ch÷ nhËt (108) 
H×nh hép ®øng (108) 
H×nh hép thoi  (94) 
H×nh khai triÓn cña tø diÖn    (121) 
H×nh l¨ng trô  (64) 

H×nh l¨ng trô ®Òu  (108) 
H×nh l¨ng trô ®øng  (108) 
H×nh lËp ph−¬ng  (109) 
H×nh tø diÖn  (49) 

K 
Kho¶ng c¸ch gi÷a ®−êng th¼ng vµ mÆt ph¼ng  

song song  (113) 
Kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®−êng th¼ng chÐo nhau  (115) 
Kho¶ng c¸ch gi÷a hai mÆt ph¼ng song song  (114) 
Kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm ®Õn mét ®−êng th¼ng  (113) 
Kho¶ng c¸ch tõ mét ®iÓm ®Õn mét mÆt ph¼ng  (113) 

L 
L¸t mÆt ph¼ng  (21) 

M 
MÆt ph¼ng  (40) 
MÆt ph¼ng trung trùc cña ®o¹n th¼ng    (98) 

P 
PhÐp biÕn h×nh  (4) 
PhÐp chiÕu song song (69) 
PhÐp chiÕu vu«ng gãc    (100) 
PhÐp dêi h×nh  (8) 
PhÐp ®èi xøng t©m  (15) 
PhÐp ®èi xøng trôc  (10) 
PhÐp ®ång d¹ng  (30) 
PhÐp ®ång nhÊt  (5) 
PhÐp hîp thµnh  (30) 
PhÐp quay  (14) 
PhÐp tÞnh tiÕn  (4, 5) 
PhÐp vÞ tù  (24) 
Ph−¬ng ph¸p tiªn ®Ò  (81) 

Q 
Quy t¾c h×nh hép    (84) 

T 
T©m cña h×nh hép  (66) 
T©m ®èi xøng  (16) 
T©m quay  (14) 
T©m vÞ tù cña hai ®−êng trßn  (28) 
T©m vÞ tù ngoµi, t©m vÞ tù trong  (28) 
TËp C¨ng-to (37) 
Th¶m XÐc-pin-xki (37) 
ThiÕt diÖn   (48) 
Träng t©m cña tø diÖn (54) 
Träng tuyÕn (121) 
Trôc cña tam gi¸c  (119) 
Trôc ®èi xøng (10, 11) 
Tø diÖn ®Òu (49) 
Tø diÖn gÇn ®Òu   (121) 
Tø diÖn trùc t©m   (103) 

V 
Vect¬ tÞnh tiÕn (5) 
Vect¬ trong kh«ng gian   (84)
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